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刖 m 


数学分析是大学数学系的一门重要必修课，是学习其它数学 
课的基础。同时，也是理工科高等数学的主要组成部分。 

吉米多维奇著的《数学分析习题集》是一本国际知名的著作, 
它在中国有很大影响，早在上世纪五十年代，国内就出版了该书 
的中译本。安徽人民出版社翻译出版了新版的吉米多维奇《数学 
分析习题集》，以俄文第13版（最新版本）为基础，新版的习题集 
在原版的基础上增加了部分新題，共计有五千道习題，数量多，内 
容丰富，包括了数学分析的全部主題。部分习題难度较大，初学 
者不易解答。为了给广大高校师生提供学习参考，应安徽人民出 
版社的同志邀请，我们为新版的习题集作解答。本书可以作为学 
习数学分析过程中的参考用书。 

众所周知，学习数学，做练习題是一个很重要的环节。通过 
做练习题，可以巩固我们所学到的知识，加深我们对基础概念的 
理解，还可以提高我们的运算能力，逻辑推理能力，综合分析能 
力。所以，我们希望读者遇到问題一定要认真思考，努力找出自 
己的解答，不要轻易查抄本书的解答。 

廖良文编写了第一、二、三、四及八章习题的解答，许宁编写 
了第六、七章习題的解答。本书的编写过程中，我们参考了国内 
的一些数学分析教科书及已有的題解，在许多方面得到了启发， 
谨对原书的作者表示感谢，在此，不再一一列出。 

本书自出版以来受到广大高校师生的高度肯定，深受读者喜 
爱，畅销不衰。此次再版，我们纠正了前一版中存在的个别错误， 
对版面进行了适当调整。在此对为此书付出辛勤劳动的各位老 
师表示深切的谢意！ 

由于我们水平有限•错误和缺点在所难免。欢迎读者批评指正。 


编者 
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• 最简单的不定积分第三章不定积分 


第三章 


不定积分 


§ 1. 最简单的不定积分 

1. 不定积分的概念若函数 / Cr ) 在 U ，6) 区间有定义且是 
连续的， F (: r ) 是其原函数，即 ^( x ) =/ Cr )， 则当时， 


/( x)dr 

翥 


F(x) + C , a <C x < 6 


其中 C 为任意常数. 

2. 不定积分的基本性质 

(1) d [ J /(:) dr "|= /( jr ) dr ; 

(2) |d0Cr) =0Cr)+C ; 


(3) | A /( x)cLr = Aj /( x)dr (A 为常数且 A 关 0) 

⑷ J [/( i )+ g (* r ) ]dr = /( x)dr + g ( x ) dr . 

3. 最简积分表 


(1) Lr”dr 




+ C (« 关一 1) 


(2){^ = ln|x|+CU#0 )； 




( 


4 ) Ir ^ 


(5) 


dz 


arctaar + C， 

— arccotr + C； 

L i 1 I 工 I 

r ln w +c； 

f arcsiar + C， 
1— arccosx + C 




( 6 ) 


dr 


Vx 2 + 1 


In I x + v?±T l + C ； 


(7) 


a J Ax 


\na 


+ C(a > 0 9 a 1 )； 


e^dr = +C? 


( 8 ) 


siardr 


cosj + C ； 


(9) cosxdr = sinr + C? 


( 10 ) 


dr 
• ， ~ 
sirr 


cotx + C : 


( 11 ) 

( 12 ) 

(13) 

(14) 

(15) 


dr 

2 ■ 

=taar + C; 

COS X 


shxcLr = 

_ 

= chx + C? 

| ckrcLz-= 

=shx + C 5 

Iife = 

： — ctkr + C? 

I^fe = 

: tKr + C. 


4 . 积分的基本方法 

(1 ) 换元积分法若 

J/Cr)dr = F(x)+C, 
则 J/(w)dw = F (“) + C ， 


其中 w = 9 (x) 为连续可微分函数 . 

(2 ) 分项积分法若 

/(• T ) = /l ( J ：) + /2 (•!*)， 


则 


/(j*)dr = J/ 丨 (jOdr + J/ 2 (:r)dr. 


(3) 代换法若 /Cr) 是连续函数，则假设 
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X = <p(t ) ， 

其中 〆 0与其导数 cp\t) 都是连续的，则得出 

| /( x)dr = J f(,(p(t))<p\t)dt. 

(4) 分部积分法若〃和1；是的可微分函数，则 
J udv = uu vdu. 

运用最简积分表，求出下列积分 （1628 〜 1653). 
【1628】 (3- x 2 ) 3 dr . 

解 | ( 3 - x 2 ) 3 dr = J ( 27 - 2 7 X 2 + 9 x 4 - x 6 )cLr 

= 27j-Or 3 +|~:r 5 -+: 7 +C 
【1629】 L 2 (5- x ) 4 dr . 


解 


(5 — x)'dx 


=J (625x 2 - 50(Xr 3 + 15(Xr 4 — 20x s +x 6 )dr 
=—: 3 - 125a: 4 + 30«r 5 - y x 6 + y x 7 + C. 
【 1630 】 (1 -x)(l-2x)(1- 3x)dr. 

解 f ( l - x )( l -2 x )( l -3 ^)dr 


(1-6 j * + 11 jt 2 —6: r 3 )dr 


=X — 3x 2 + -yx 3 — yj- 1 +C. 

【■】 

解 I( i T Z ) 2dr = I(? _ l + 1 ) dr 


3 





吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


21n | x | + x + C 


【1632】 |(f + ? + S) dr - 

解 I ( f + 7 + 


alnUl . a __ a_,^ +a 


116331 


解 


31 [^dr. 

vx 

— J(j+ +: - + )dr = 音 : r 音 + 2x^ +C 


•jt Jx + 2 >/x + C. 


【1634】 


/F-2 沒 +1 


解 


J rx 

>/x — 2 + 1 


dr = J(j:"< — 2x^ + )dr 




【1635】 


解 


xrx-^x 

( l - x ) 3 」 


^+4 泣 +c. 


(l-x ) 3 

工 Ti 


— Zx 


dr = J (x~ 4 — 3x~ 3 + 3x 3 

一 1 ^ + 音 ^ 一音 ^ 


•3)dr 


^ <1 + T X """5 x2+ ¥ x3)+C 


【1636】 J ^ 1 — ^ j y/xjx dr. 


4 
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J(1 — A^V^xv^dr = (a:^ - 工 - 专 )dr 

4 1 , , --l , ^ 4(x 2 +7) , ^ 

=y +4r 4+C= - j— - hC. 

7 


【1637】 


(727-^31) 


解 

« 


( v ^-^37) 


dr 


(2 — 2 776a:"® +3 79^-3 )dr 


= v^x« +-| v^9x 3 + C. 


【1638】 


V +， 4 +2 


V + x - 4 +2 


dr 


( X2+ ?) 


dr 




Ul _ 4? + 


116391 

解 ln^^= 


【細 


川 -士)乜 


x — arctanx + C. 


l-x [ 


一 肖 +c . 


[1641] I ^| dr . 


5 




解 


!^^ = I ( 1+ ^ i) dr 


x + 21n : 1 +C. 


[1642] 






解 




k 


l-j- 


/ r ^ 


dr 


Tfr ^)^ 


arcsiru 


+ in(x + /nr?) + c 


【 t643 】 




-1 




dr 




為 ) 


dr 


. : r+ Vx 2 — \ 

=In - , ■ - 

x+ Vx z l 

【 1644 】 f(2 x + 3” 2 dr. 


( 2 J + 3 ') 2 dr = J( 4 ' + 2 • 6 T + 9 r )dr 


41 , 9 H , 91 , r 

ln4 十 ln6 十 ln9 卞. 


— S 广 1 

【祕】 

妨 f 2# 1 - 5: 1 J f 

解 l ( r- dr= l 


2 " fl - 5 X 
2" • 5 J 


dr 


j[ 2 (+r - 


6 
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Mi ) 


+ sib(i) 


[16461 [ 

解控 


e ^ + l 
e ^ + 1 

4dr = 


dr. 


—+ l)cLr 


— j + C. 


【 1647 】 (1 + s\jxr + cosx)dr. 


解 


(1 + siar + cosx)dr = x — cosj + siivr + C 


[1648J 


1 — sin2xdr (0 ^ x ^ 7r). 


1 — sin2^clr 


(cosx — sirtr) 2 dr 


=J[sgn(cosx — sinx)](cosx — siar)cir 

=(siar + cosj ： )sgn(cosx — siar) + C. 

【1649】 Jcot 2 .rcLr. 

% • 

解 cot 2 o-dr = (csc 2 x— l)cLr =— cotr — o* + C. 

% 

【1650】 tan 2 xdr. 

% 


解 


tan 2 了 dr 


Icsec^ — 


l)cLr = taar — x + C. 


【 1651 】 (askr + 6dir)cLr. 


解 


(askr + 6cKr)dr = ackr+ 6skr + C. 


【 1652 】 th 2 xdr. 


解 


th^dr = J(l-^)dr 


x — tlir + C. 


— 7 — 
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【 1653 】 cthj ： dr. 

解 cth 2 xdr = J ^ 1 -f jdr = j: — cthr + C. 

[16541 证 明：若 I/(x)cLr = F(x)+C, 

则 f(ax +6)cLr = —F(clc +b) +C (a ^ 0). 

a 

证明 由 f(x)dx = F(x)+C, 

% 

知 F\x) = fix ), 

从而 差[士 厂(虹 + c ) ]= F"(cix +6) = f{ax +6) ， 

所以 \f(cu: +b)dx = —F(ax +6) +C. 

J a 

求解下列积分 （ 1655 〜 1673). 

【 1655 】（ ' 夺 • 

J o : 十 a 

x+a J x+a 
【 1656 】 |(2x-3) ,0 dr. 

解 |(2x-3) I0 dr = yJ(2x-3) 10 cK2x-3) 

= ^(2x-3) n +C. 

[1657] 6l—3idr. 

麵 

解 I ^l-3xdr =-yJ(l-3x)3d(l-3x) 

=-j .4(1-3 x)++C 

3 4 
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【 1658 】 


dr 


-5 x 


解 


dr 


2 — 5 -r 


II 


(2-5x)-2d(2-5x) 


•2(2-5x)^+C 


-4 /2--5^ + C . 


【 1659 】 


dr 

(5x-2) 


解 


y|(5x-2rid(5x-2) 

+ •(- 鲁卜 -2H+C 


15(5j*-2) /5^ 


+ C. 


[1660] -^--T 2: 

i — 


2 x + x : 


解 [ y i -2^ . -1- ^：^ = _ r ( i - jr ) -- id ( i - x ) 
J I —-T 


-4(i-x)s+c=-4 >/(i-x) 2 +c. 


【 1661 】 


1 2 Tb * 


解 


dr 

2 + 3x 2 


i V 2 f d ( yi ^~) 


ye ' 




116621 1 為 . 


9 





解 


_ d ( yfj x ) 




i + 




-馬 


+c 


276 


In 


j 2 +^x 

\/2 —y/3x 


+c. 


【1663】 


dr 


V2 — 3x l 


解 


dr 


V 2 - 3^ 


ytJ 


d 


(#) 


-( Vf :) 



^arcsin(^|x) 


+ C. 


【1664】 


dr 


V 3 x 2 - 2 


解 


— - = 丄 f 
y3x 2 - 2 >/3 J 




J 、 捲、 - 1 

j^\n I 73j: + 73a- 2 - 2 | + C 


其中 C = C,- 


ln2 

7 M 


【1665】 ( e ^ + e '^ Jdr . 


—10 — 




• 最简单的不定积分第三章不定积分 


解 


(e~ J + e ~ z, ) dr =—Je J d(— x) — 士 |V 2, d(_ 2:r) 


+ C. 


[16661 j 


(sin5x — sin5a)dr. 


解 (sin5j — sin5a)cLr 

[1667] [ - ^ - 

s \ n 2 [ 2 x + ^) 


cos5x — xsin5a + C. 


解 


dr ir d ( 2j+ f) 

in 2 (2x + ^) 2J sin2 ( 2：r + 矛 


f ) 


士 cot(2: + 干 ) +C. 


【 1668 】 


dr 

1 + COSJ *' 


解 


dr 

1 + cosx 


d (f) 

os 2 (f) 


tan + C. 


【 1669】 I 
解 

J 1 — COSJC 


cos^r 


1- 


( f ) 


cot 4r+c. 


% 

[1670 ] - 


dr 


siar 


m J 1 + siar 


■ ■ ■ 


d (f 

1 + COS 2 ( y 


11 
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=- tan(^-f )+ C . 

[16711 [sh( 2x +1 ) + ch( 2x - 1 ) ]dr. 

% 

解 [ sh (2 x + 1) + ch (2 x — l)]dr 

W 

= +Jsh(2:r + l)d(2: + l)++J c h(2:-l)d(2:-l) 

= + [ch(2: + l)+sh(2x-l)] + C. , 

【 1672 】 




d (f) 

sh 2 (f) 


=-2 cthy + C . 


通过适当地变换被积表达式，求解下列积分 （1674 〜 1720). 
【 1674】- 

解 [ — / r ^?+ c . 

【 1675 】 x 2 vT+^dr. 

解 \x 2 ^IT^dr = +Ja+«r 3 )+d(l+«r 3 ) 


= 1 (1+J ： 3 )i+C 


12 


. 最简单的不定积分 第三章不定积分 


【 1676 】 


xdr 


解 


xdx 

3-2^ 


1 r d(3-2x 2 ) 
IJ (3-2x 2 ) 


In I 3-2x 2 | + C 


【 1677 】 

% 


xdr 

(1+x 2 ) 2- 


x(Lc 

(1+x 2 ) 2 


I * 

2 . 


d(l+x 2 ) 

(1+ x 2 ) 2 


+ C. 


【漏】 


at? f jcLt 1 「 4 2 ) 

解项 = 

116791 1^2* 

解卜 3 dr : 1 f dCr” 

^ Jx 8 -2 - 4J (^>2-(72) 


—arctan 
4 


七 ㈣ 


【 1680 】 

% 


dr 

(1 +x) yfjc 


提示 :_ = 2 d ( y ^). 

vx 


解 


dr 

(1 + x) Vx 


► - 
* 

1 


d(\/x) 

+ (77) 


2arctan >/r + C. 


116813 I sin 7*^ 


解 


sin 


• 与 =—|sin 士 d ( 士 ) = cos 士 + C. 


X X 


13 
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【 1682 】 

镛 


解 


dr 

X y/x 2 + 1 
dr 


dr 




x x 




= — 




ri + V ^? 


+ C. 


. 

【1683】 

% 


解令 


In I±^Z±I 

x 

dr 

x v^=T 

= 丄，则有 


+c 


dr 


x VJ ： 


i = It 


一 1 


=: — 


fJ_M _dL 

J , yr ^ 


sgn/ 




【 1684 】 


— sgn/ • arcsin/ + C =— sgn 了 • arcsin — +C. 
' dr 

Cr 2 + l)r 


•则 


dr 

Cr 2 + 1) 


~~^2 dt 

T = J ( F ? = ^ 
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第三章不定积分 


( 1 十 P 广 + • sgnt + C=(l+~\) 2 sgar + C 


1+ x 2 


【腿】 


解 


J Cr 2 - 1 ) 音 
jrdz 

( x 2 -1)2 


务 J(: 2 -l) - + d(_ 


- 1 ) 


+ C. 


. 

【 1686 】 


x 2 dr 

(8x 3 +27) 


x 2 dr 

(8x 3 + 27)* 


^J(8j 3 +27r 3d(8x 3 +27) 


'8x z + 27 + C. 


【 1687 】 


dr 

x ( l + x ) 


解 由 : r(l+:r) 〉 0, 知 : r>0 或 : r<—1 

当 《 r>0 时， 


dr 

xd + x ) 


of cKVJ) 

J \/1 + (7^) 2 

21n I -/r + >/l +x 1 + C. 


当 x<_l 时， 


dr 

x ( l + x ) 


= - 


I dr 一 （1 

• v (— x > r — 


(i+ ： r)i 
「一（ l+*r) 


rk J 一 门 4- 


=-2 
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-2in | y^+ y-d+x) i+c. 


总之 


dr 

jTT + T ) 


2sgar - ln( V\ x | + /| 1 +x \ ) + C. 


【 1688 】 


dr 

x(l-x) 


要使 i ( l — i ) >0, 必须 0<1<1，所以 


dr 


d(>/r) 


--l . _ ： = 2 - .= = 2arcsin /r+ C. 

i(i-i) 7i-(y^) 2 


【 1689 】 \xe- j2 cLr. 


一 ， dr 




d(-x 2 ) 


e~" +C. 


116901 J 黑 • 


解 J 浩 = J ^ f ^ = ln ( 2 + 


[1691] 


J e" 


解 \^+^ = \ 

[ 16921 j 秦 


d(e J ) 
(e0 2 + l 


arctan(e x ) + C. 


dr 

v/l+e: 


dr_ 

TTe ^ 


■ ■ 一 酬 


d(e~ J ) 

l + W 


ln(e，+ yi+e 一 h+C. 


[1693] ^dr. 

r 


解 f^d^J^ddaz^+lm + C 


【 1694 】 


dr 

•r lrLrln(lnr) 


16 — 
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解 


dr 

xlarln(lrLr) 




f d[ln(lru:)] 
J ln(lar) 


d(lar 

larln(lar) 

In I ln(lar) | + C 


【 1695 】 sin ’ xcosxdr. 


解 


sinxcosxdr = sin^d(sirir) 


sin b x + C. 


【 1696 】 


siar 


dr. 




suiz 


cos x 


dr =— J cos ^ xd(cosx) 


^X + C = —S=1 + C. 

V cosx 


【 1697 】 tarLrdr. 


解 


Xanrdx 


sirir 
.cos^r 


cLr 




d(cosx) 


cos^r 


— In i cosj + (’• 


【 1698 】 cotjdr. 


解 

% 


coLrdr 


.si 


cosx 


dr 


cKsirir) 


sirLr 


sirLr 


In I sina，| + C. 


【 1699 】 ^又啤士 
」 v sirLr — cosx 


解 


SlfLT 十 COSX 


S1ILT — COSX 


(sinx — cosx 广 3 d(siar — cosx) 


3 3, 


SUIT 


cosx ) 2 + C. 


17 





ft 

【 1700 】 

% 


siarcoso: 


解 


J va 2 sin 2 x + 6 2 cos 2 x 

当卜 | = |6|#0 时， 


SirLTCOSX 


f a 2 sin 2 x + b 2 cos 2 x 


xLr 


a • 


siarcosxdr 


1 f • 

— si 
a 


siard(siar) 


X • 

rur 811 


x + C. 


当 I I 关 I 6 I 时, 


SirLTCOSJ 


dr 


a 3 sin 2 a-+ 6 2 cos 2 a: 

1 f d(sin 2 x) 

2J y(a 2 -6 2 )sin 2 x + 6 2 


a 2 -b 2 


(a 2 一 ft 2 )sin 2 :r + 6 2 +C 


a 2 sin 2 :r+ 6 2 cos 2 x 


+ C. 


[1700. 1] 


sirtr 

' _ ， 

cos 2x 


解 


si or 
’cos2:r 


xLr 


u 


d(>/2cosj) 
(>/2cosx) 2 — 


— pin I 72cosx + \/2cos 2 x — 1 |+C. 

72 


[1700. 2] 


COST 


cos2x 


解 


cosx 

/ co^Zx 




d(V^sinr) 

1 — (>/2siar) 



【 1700.3 】 


arcsin(v^siar) +C. 


skr 
V c\\2x 


18 



•最简单的不定积分第三章: 





117021 I 

解 Isin^fzcos^ 



吉米多维奇数学分析习题全解(: 


解 j 叫 

sm(*r + T ) 


= In tan(f + 号 J + C. 

117051 Ife 

J stir J i x 1 j J .1 j 


d (f) 


sh — ch 


•T 1 ? J 


ch 2 


d(th 


In th -77 + C. 


117061 

解 


d(e J ) 
l + (e J ) 


= 2 arctan(e T ) + C. 

[17071 -■ skrchx ,. _ ^ 

」 */sh 1 t + ch 4 j 

解因为 

sh^jr + cWx = (sh 2 or + ch 2 :r) 2 — 2sh 2 xch 2 T 

=ch 2 2 x-ish 2 2x= l - + 


所以 


skrckr 
sh'x + ch 


dr 


4i 


-d(ch2x) 

■ 

1 + ch 2 2 x 


72 


ln( ch2x+ \/l + ch 2 2x) + C 


20 



• 最简单的不定积分第三章不定积分 


【1708】 


dr 


ch 2 x 


dr 

ch 2 x 


(thj-)'^ d(tlir) = 3 ^tkr + C. 


_ 

【1709】 

_ 


arctaar 

T+x 2 


dr. 


姑 arctanr, 

解 Jtk ?^ 


arct 

% 


anrd(arctanr) 


(arctanr) 2 +C. 


【1710】 


【1711】 


解 

% 


if ― 

J (arcsiar) 2 vl — x 2 

— ^, _ =f 

(arcsiar) 2 %/\— x 2 」 

I /ln(j ： + \/1 + ^* 2 ). 

Jv^r+p^ d 


d( arcsiar) 
(arcsiar) 2 


arcsiar 


lnCr+ yi+x 2 ) 

f+P 


dr 


|[ln(x+ Vl + j: 2 )]^d[ln(x 4 - Vl +x 2 )] 


[In(a:+vT+^ F )]i+C 


【 1712 】隙心 . 

提示 ：(l + A)cLr = d( 


J X 1 +1 


dr 




士） 




arctan 


-i 



+c. 


21 






【 1713 】 IzTT^ 

解，皆碟 



In 


去卜士 卜 


2yr » 


+c 


72 


= U 2 n 

117141 1 (^ 


: 2 —l+l 
x 2 +72x4-1 

dr 


+c. 


+ 1 ) 4 . 


解 


X 


u dr 


(j 5 + 1) 




J ： 


"dr 


x^Cl+x^) 


If d(l+:r 一 5 ) 

5"J (1+， 5 ) 4 


士 ( l + i —^+ C ,= 

+ l) 3 -3? — 3 分 
15(j 5 + 1) 3 ~ 


X' 


15(x 5 + l) 3 


+ C, 


+C, 


3j 10 + 3x 5 + 1 
15Cr 5 + l) 3 


+ C, 


其中 c 


C, + 15- 


【1715】 


jtdr 

n/ 1 +X ^ 2 


解 当 / i =_2 时， 
22 — 



• 最简单的不定积分第三章不定积分 


J /T+ 

当„尹一 2 时， 


•dr 




Ul+c. 


l+x^ 2 


2 f dCr 宁） 

n + 2] Vl + (^) 2 


w + 2 


ln(«r 宁 + >/l +«1^ 2 )+C. 


[ 1716 ] 






> 2 辑 +c 


【 1717 】 


解 


f cos>rdr 
j \/2 + cos2 j: 
cosj-dr = 

2 + cos2x . 


d(siar) 

3 — 2 sin 2 j 


1 

万 J 


d (^/|siar) 

J i ~ (VT sirir ) 


盖 —n (Vr sinr ) + 


117181 


siarcosx 


sin 1 j + cos 1 1 


dr. 


解因为 


sin 1 ^ + cos* j = (sin : 'x + cos 2 x) 2 — 2sin 2 j-cos 2 x 


1 — 2~sin z 2 x 


1 + 


2 x 


所以 


\-4 

J sin , 


siarcosj- 


x + cos'j 


dr 


If sin2jdr 

2J " """■T - 


1 - 士 


2 x 


J_ f d ( cos2x) 
Jj 1 + cos 2 lx 
2 


arctan(cos2j) +C. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


117191 


2 J > 3 J 
r-A s 


解 


4 』 


鲁 


( 音 r 


[( 1)7 - 


cLr 


ln3 


j _• 
— ln2 - 


4( 音 ) 


[(in 


2( ln3 — ln2) 


In 


dr 


(音 r+i 


+c 


2( ln3 — ln2) 


In 


3 J -2 J 
3 X +2" 


+ C 


【 1720】 I 


xdr 


解 


Vl+x 2 + /(1+x 2 ) 3 
xdx 


J Vl+x 2 +v/(l+x 2 ) 3 

d(l+x 2 ) 


I 


yirTVi + yrr? 


=[= 2 Vi+yrr^+c 

J vi + /Tk? 

用分项积分法计算下列积分 （ 1721 〜 1765). 

【 1721 】 jar 2 (2-3x 2 ) 2 dr. 


解 


(2-3x 2 ) 2 dr 


(4x 2 -12j 4 -f-9j- 6 )dr 


i 3 - ^x 5 + |x 7 + C. 


【 1721. 1 】 


a:(l-a:) 10 dr. 


24 



. 最简单的不定积分 


第三章不定积分 


解法 一 Jxd—Mdr =—^[rd[(l—x) 11 ] 

=—^r(l —jt) 11 +—(1 —*r) u dr 


一七 ( H ) 11 - 十 2 


(l-x) ,2 +C. 


法二 : Jx(l —i) 1 。dr = |[(j- 一 1) + l](x-l) 10 dr 
=[(x-l) n +(x-l) 10 ]dr 

亀 




[17221 1^- 


解 




x — 21n I 1 — j- I + C 


【1723】 


1 +广 


解 


■ _ 

1 +了 




•X 2 — j + In I 1 + j I + C 


[1724] ! 


J 3 + *r 


解 


J 3 + x 


dr 


1 ( 


-3x + 9- 


27 

3+a- 


)dr 


+ 9x — 271n I 3 + j: | + C. 


【1725】 J ( |+^ )2 dr . 


)心 


25 — 





吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


|dr+J d( 1 1 " tJ 2 " >) =x + ln(l+x 2 ) 


【 1726 】 

解 


x) 2 


dr 


(x 2 — 2) — 4x + 6 

2-jc 2 


dr 


gj + 占 ) 心， 


— X 


+ 2 M 2- ? 1 +如 |乾 


【则 


解 


( 1 -^) ，0 ° 


( 1 - J -) 100 


dr 


[(1 - ： rr 98 — 2(1 — W 99 + (1 — jr l00 ]dr 


97(1 -j-) 97 49( 1 -.r) 98 99(1 -x) 


55+C 


[1728] 


解 


o * + 广. 


•r+1 


cLr 


JV — p + j2 — x + l — 击) 


dr 


- +-TTJ 3 - 7TJT 2 +.r — In I j + 1 | + C 


117293 


解 


_cLr 

+ 1 + y/^Z 




(v/m 


'j — 1) dr 


]-[(x+l)2 -(x-l)2]+C. 


【 1730】 I 


j: \/2 — 5xdr. 


提示: x =_ + (2 — 5 i ) + 




解 


x \/2 — oxdr 


辽 — h(2 — 5x) + 音 ] (2 - dr 


= J[-+(2-5:)* + 音 (2-5*r)+]dr 
= W5 (2 -^-r5 (2 ~ 5 ^ +C - 


[17311 


解 


xcLr 

• v^l — 3 j 
xdr — 


_ 1 f (1-3 j) — 1 」 

_ o 丄 cLr 

3J (1-3x)3 

=-yJ[(l-3x)3 -(1 -3^)-3 ]dr 

= yz(l~3x)^ —士 (1— 3 了 )* +C 
15 6 


dr 


【1732】 


yv +^ dz . 


解 


1 + j 2 dr 


yj[(x 2 + l)-l](l+x 2 ) 3 d(l+a： 2 ) 
-i-[(l+X 2 )3 -(l+X 2 ) 3 ]d(l+ 0 ： 2 ) 
^(l+x 2 )3 -|(l+x 2 )^ +C 


—— 

12 ^-. 9 ( 1 +j 2 ) 4 +c 

00 

【1733】 

J (x-lKx + 3 ) - 

解 

% 

Cr-l)Cr + 3 ) 


忐 ) 


dr 


T ,n Jri +c 


27 — 



吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


117341 


解 


dr 

x 2 +x-2 


dr 

(x-\)(x + 2) 


x + 2 


) dr = i ln 


X — 1 

：r + 2 


+ C. 


[1735] 


_ dz _ 

Cr 2 + l)Cr 2 +2). 


_ dx _ 

Cr 2 + l)Cr 2 +2) 




arctaar 




arctan — + C. 


Ti 


【 1736 】 


解 


dr_ 

2)(/+3). 


_dr_ 

x 2 -2)(x 2 +3) 

1 i n x—j2 
1072 x+72 


1[(点 一点) 心 



arctan —+ C 




117371 1(^ 


_ xdx _ 

Cr + 2)Cr + 3). 


(x + 2)(x + 3) 


^ = 1(^+3 


x + 2 


)dx 


lnJ (fw +c 


117381 


__xdx__ 
+ 3x 2 + 2. 


xdx = 1 f dCr 2 ) 
x 4 +3x 2 +2 ~ 2J Cr 2 + l)Cr 2 +2) 




+2) d(x2) = i 


In 錯 +C. 


117391 


dr 


(x + a) 2 (x + 6) 2 


(a ¥ b)• 


28 




• 最简单的不定积分第三章不定积分 


(x + a) 2 (x + b) 2 (b — a) 2 J a x + b 


(b- 


biffed 


(x + a ) 2 (x + b) 


7_ 2 (: + 土-4^一)]心 


(6-a) 2 J[Cr + a) 2 + 


(x + a ) 2 (x+b) 2 


\-b) 2 b — aix-\~a x + b) 


1 / 1 , 1 \ 2 , 

(b — a) 2 Vx + a x + b) (6 —a ) 3 n 


x + a 
x -\-b 


+ C. 


【 1740 】 


解 


_da;_ 

(x 2 +a 2 )(x 2 -\-b 2 ) 

dr 


(a 2 ^b 2 ). 


J (x 2 +a 2 )U 2 +b 2 ) 
= V^7 2 \(x 2 +a 2 ' 


x 2 +u 2 x 2 +6 2 




[1741] 


1 If d (f) 

if d (^) 

h2 ~ a2 aJ 1 屮 (f ) 2 

」i + (f) 2 

1 2 ( 1 arctan ^ 

1/ — cr \ u a 

士 arctan y j+C. 

fsin 2 j-cLr. 



sin 2 TcLr 


•I 

% 


二 ^dr = ^ 


sin2：r + C. 


11742] cos 2 xdr. 


解 cos 2 xdr 


1 + cos2x 


dr = 7 十 —sin2x + C. 


【 1743 】 siarsin(i + a)dr. 


siarsin( j + a)cLr 


i r 

2 - [cosa — cos( 2 x + a)]dr 


29 




o:cosa- T sin(2x + a)+C. 


【 1744 】 sin3 x • sin5^rcLr # 


sin3xsin5xdr 


(cos2x — cos8x) dr 


T sin2^--sin8^ + C. 


【 1745 】 cos y • cos ydr. 


cos f • cos f dr = 士 J ( cos 专 + cos j) clr 


吾 sin 夸 + 3sin f + C. 


【 1746 】 Jsin ( 2a: - 晋 ) cos ( 3 j + 晋 )dr. 
解 |^11(2 了 _ f)cos(3:r + 晋 ) dr 

= 士 j*[sin5«r-sin(J* + 号 )] dr 

=—-^cos5x + jcos(x + y )+C. 


【 1747 】 


解 sinVcLr 




xd(cosx) 


(cx>s 2 x— l)d(cmr) 


cosr + C 


【 1748 】 cos: 


解 


xcLr = (1 — sin 2 x)d(sirLr) 


30 


=siar — -sin 3 ^ + C 


. 最简单的不定积分 


【 1749 】 sin 」 


sin:*rdr 


K 1 


— cos2j 


) 2 心 


( 1 — 2cos2x + cos 2 2jr)dx 
1 f (1 - 2cos2.r + i± S9 ^ ) 


11 (- 

音 I( 3 - 


dr 


4cos2j* + cos4j-)dr 


—x - -sin2x + —smAx + C. 


【 1750 】 cos * xdz\ 


cos 1 j*cLr = ]"( 


1 + cos2x 




^ 1 + 2cos2x + ^ j dr 


(3 + 4 cos2x + cos4a-)dr 


x + _ sin2x + _ sin4x + C 


【 1751 】 cot 2 a*dr. 


解 


cot 2 jdr = (esc 2 x 一 1 )dr =— coLr — j* + C. 


[1752] 


解 


tan .rdr = taar • (sec 2 x — 1 )dr 


taard(taar) —JtarLr dr 


—tan 2 j + In I cosx | + C 


31 — 




注：参见题 1697 ： taarcLr = 

% 

【 1753 】 sin 2 3xsin 3 2xdr. 


sin 2 Sxsin 3 2xdx 


In I cosx I + C. 


J 音 ( i - 


cos6x) • — (3sin2x - sin6x)d^ 


4 - f (3si 

id - 


(3sinZr — 3cos6xsin2jr — s\n6x + sin6x • cos6:r)dr 


in2:r + — sin4^ — -sin6x — T^sinSx 

lb o lb 


^sinl2j* jclr 


— -^cos2x — ^ cos4x + — cos6jt 


+ _ cos8j: __ cos 12 x + C. 


[1754] . 2 ^—-. 

sirr:rcos x 

提示： 1 e sin 2 x-f- cos 2 x. 

^ f dr f sin j: + cos 2 x 


f dr = f sin; 

J sin 2 xcos 2 x J si 


dr 


lmcos-jr 




taar — cotr + C. 


[1755] 


dr 


sin\r • cosx 


dr 


xcosx 


[( 丄 + 呼 ) dr 

J vcosx sin j/ 

[—cLr+[-Vc 

J cosx J sim 


ln l tan (f + 1) 


d(siar) 


忐 +c . 


注：由 1704 题知 
32 — 


• 最简单的不定积分第三章不定积分 


.^dr=ln tan(f+ f) 


【 1756 】 ^- 心 ， • 

siarcos - j 


dr 

siarcos 2 x 


1(^ 


sirir 


cos 2 x 


土 ) 心 


= — 


d(COSJT) 

cos 2 x 


c 


dr 


SUIT cosx 


+ In tan — + C 


注：由 1703 题知 




dr 


siar 


In tan +C. 


[1757] ^dr. 

siar 

解 ^dr =[ ㈡ 

siar J siar 


d(siar) 


J — siar jd(siar) = In | siar | 一士 sin 2 :r + C. 


[17581 

COS X 


解 \^k = I sec2x - 咖 2 * = I (1 + ar) 


taar + +tan 3 :+ C. 

O 


【 1759 】 


解 Ir ^ = I ( 1 - 
【 1760】 J 


e J 

1+e 了 


)dr = j* — ln( 1 + e J ) + C 


解 


=J dr + 2 J = x + 2arctan(e J ) + C 


33 




吉米多维奇数学分析习题全 解（ 


【 1761 】 sh 2 xdr. 


解 


sh 2 xdr 


e 2 ^ + 


dr 


e Zr - 


oc + C 


sh 2 :r 


x + C. 


【 1762 】 ch j xdr. 


解 


clrxcb^ 


e 2, +e -2x +2 


dr 


e^-ie-^ + ix + C 


sh 2 x + ^rx + C. 


【 1 763 】 sh.rsh2TcLr. 


解 


sh^ • sh 2 jrcLr = 2 sh L \rckrdr 


2 sh L ； xd(shx) = —shV + C 


【 1764 】 ckr • ch3jrdr. 


解 cYlt • ch 3 xdx 


} [ ( e r + ) (e 3x + e -” dr 

4 

7 - [(e* J + e-+ e 2 " + e 士 ) dr 

4 






e 一匕 ） +C 


sh4x + T sh2x4-C. 


— 34 — 





• 最简单的不定积分第三章不定积分 


[1765] J 


dr 

sh 2 xch 2 j：' 


解 


dr 

sh 2 xch 2 x 


=1 


ch 2 j — sh 2 j 
sh 2 xch 2 x 


dr 


= J ( 士 - 士) ^ = — + 如 )+ C 


用适当的代换法求解下列积分 （ 1766 〜 1777). 


【 1766 】 

解设 1 


1 — :rdr. 
=/，则 


1 — /»cLr =— dt 


1 — xdx =—J(1 — t) 2 n 


= - 


= - 


j(p —2n )d/ 


140 


【 1767 】 x 3 (l-5x 2 ) ,0 dr. 


(9 + 12x + 14x 2 )(l-x)^ +C. 


解设 1 一 5a: 2 =/ ，则 x 2 

: r 3 dr = +(: 2 )dCr 2 ) = + .+(1 - f) • (- \)dt 


50 


(/-l)d /， 


所以 


(l-5x 2 ) I0 dr = ^J/ ,0 a-l)d/ 


fj 


600' 


°)d/ 


550 


t u +C 


念 1 -〜 12 - 忐 (1 - W) U+C 
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【 1768 】 —^ndr. 

y/2^ 

解设 2 — : r = G 则 


2 — /，dr 


b=dr =-|(2-/) 2 


=- 


■___ ■ ■ 


J (4r 2 — 4f2 +r”d/ 
8^+-|^--|^+C 


=-4(32 + 8x + 3j: 2 ) 

15 


2 — j: + C. 


【 1769 】 


l-x : 


解设 1—:r 2 =/ ，则 x 2 = \-t. 


5 dr 


(: r 2 ) 2 dCr 2 ) =-4(1 — 0 2 d /， 


所以 




-y|(r2 -2/2 +/i)d/ 
-^+-|n--^-r+C 
-^(8 + 4x 2 +3x 4 ) /T^r? + a 


【 1770 】 x 5 (2-5x 3 )3dr. 


解设 2 —5*r 3 =/ ，则 


去 （ 2-0, 


x 5 dr = yx 3 d(x 3 ) =-yz(2-Odr 


所以 


(2-5 工 3 )号 dr 


^3(/- 2)d/ = ^|(^-2^)d^ 
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. 最简单的不定积分 


第三章 I 不定积分 


75 X 8 


^ X f" +C 


= [‘ (2_5j：3) 一 lfe]( 2 - 5j * 3)I+C 


4 ^(卜油 C. 



【 1771 】 cos 5 x 


解设 siar = r ，则 

cOwS 5 xcLr = (1 — sin 2 x) 2 d(siar) = — t 2 ) 2 dt^ 


所以 


COS^X 


\/ siardr 


(l-^ 2 ) 2 ^dr = J(^ -2/i +^i)dr 


^- fi +^ v+c 


sin 2 : + 吾 sin 4 :) /sin 3 : + C 


[1772] {f 


解设 


siarcos 3 ^ 
1 +cos 2 x 


dr. 


，贝 lj siarcosxdr 


—h 


siarcos 3 j- 
1 + cos 2 X 


dr 


il ii-r d/ 
iI( 1 _ r+"J di 


【则 {■ 


• o 

sim 


cos\r 


Y + 4ln(l+0+C 


ycos 2 x + +ln( 1 + cos 2 j) +C. 


解设 taar = Z ，则 


cos\r 


dr = d ，， 





COS'J ： 


sec 2 x = l + tan 2 x = l + ( 2 . 


所以 


=+ + /5 + C = ytan 3 x + 士 tan 5 :r + C. 


[17741 


larcLr 

x y/l + lar 


解设 l + lar = r ，则 


lrir 


dr = [(1 + lar) — l]d(l + lar) = (t — l)d/ 


所以 


lar 

x Vl + lar 




，一 +)d/ 


^ - lii +C= 4(lnx —2) x/l + lar + C 


[17751 I ? T 7 - 


解设 #=/ ，则 


t 2 ,dx = —dt 


所以 






( 1+0 


2 J ( f + ii 7) d/ 


21n/ + 21n(l+/)+C 


— 2e_f ~x + 21n(l + e^ )+C. 


[1776] 


dr 

T+V 


解设 /TT^ = r ，则 
x = \n(t 2 — 1)，dr = 


-1 


所以 


dr 

TTi 7 


: I^ d ' = I(7^i-7TT) dr 
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• 最简单的不定积分第三章不定积分 


In (詰 ) +C 


1 + e J — 1 

IT^+l 


+ C 


x — 21 n ( 1 + y /\-\- ) + C . 


【簡 


解 设 arctan /r 


1+J * 2/^ 


dr . 


所以 


arctan yfx 


志=和 … c 


=(arctan -/ r ) 2 + C . 

运用三角代换 j : = asmt,x = a tanr，x = a sin L t 等等，求解下 

列积分（参数是正数 ）（ 1778 〜 1785 ). 

W 1 -f-TO'l I C-L^ 


【 1778 】 J ^ 


因为被积函数的定义域为_ 1 < X < 1 . 故可设 


从而 

所以 


x = sin / 
(1-jt 2 ) 音 = 

dr 

• (1-?) 音 

sin / 


{- \ <i< 


tjdz = cos / d /, 




tan / + C 


【 1779 】 


1 — sin 2 r 

f x 2 dx 


+c 


r 

1- 


+ c 


V-2 


解被积函数的定义域为 x > nRx <- 72 , 


( 1 ) 当 时，设 :r = J 2 sea 


0 <t <i) 


x 1 = 2 sec 2 ^ 
' x 1 — 2 >/ 2 tan / 


， dr = >/ 2 secr • tan / df ， 


从而 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三） 


所以 


- — -dr = 

> /x^Z 

= 4-[ ( • + 1 ~ d(sin/) 

2 J M + sin/ 1 — sin// 

= 丄「 d(l + sin/) _1_ f d(l — sin/) , f d(sin/) 

2 J (1 + sin/) 2 2 J (1 — sin/) 2 J 1 — sin 2 / 


—= 2 J 


2 




sin/ 1 + s\nt 


^) + i ln (f=i!S) +Ci 


tan/ • sect + ln(sec/ + tan/) + C\ 


=j /x^2 + ln(x + ) + C. 

(2) 当时，设 : r=v^sec /， 并限制和上面 
同样地讨论可得 

jy^=dx = f /?^+ln|:+v/?^I| + C. 

总之 \ — 7 1 — dr 

J /?^2 


=| - /P^+ln I | + C 


【 1780】 j 

解因为 U |<1 ，故设 

• r = sinf (-f ), 


从而 

所以 


v 1 ~ x 2 = cos/f dr = cos/ck ， 


v 1 — j 2 dr 


i 


cos 2 /d/ 


% 


1 + cos2 / 


丄 


H — rsin2 / + C 


I l • 

十 — sin/cos/ 


u 


yarcsiar + y 71 — : 2 + C. 


d/ 

+ C 
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• 最简单的不定积分第三章不定积分 


117811 1 ^ 1 - 

解因为被积函数的定义域为 一 CO < ：r <+ CO , 故可设 


a tan/ 




从而 

所以 


(x 2 = a 3 sec 3 /,dr 

--- T = \ cos/d/ 

Cr 2 +a 2 ) 音 ^ J 


asec 2 /d/. 

: Xs 'ml + C 


tan/ 


1 + tan 2 / 


+ C 


^ 2 +x 2 


+ c. 


【刪{屑心. 

解因为，故设 


a s\nt 


(- 


</< 


从而 


ja +x 

\ a — x 


f sin/ 1 + sin/ 


sin/ 


cost 


dr = acostdt 9 


所以 




dr = Ji 


+ sin/ 

COS / 


acos/d/ 


=a (/ — cos/) + C 


aarcsin 



【 1783 】 


la— x 


解 0<« r <2 a . 设 


2a sin 2 / (0<r<-|) 


2a — x 


•3 


cos/ 


^，dr = Aasintcostdt 


代入并利用 1749 题的结果有 



X 


— cLr = 8a 2 sin 4 fd/ 
Za — x 
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= 8“ 2 ( 音 / —jsin2/ + 盖 sin4r)+C. 


而 


sin2 / = 2 sin/cos/ 


2 vSv 1_ £ 


\r (2a — x), 


sin4 / = 2sin2/cos-/ = 4sin/cos/(l — 2sin:’/) 
=^(a —x) Vx(2a — x ) ， 


因此 




3“ 2 arcsin^^-2cr’ •士 y/x(2a —a*) 


+ —a 2 • ^2 (a — x) Vx(,2a — x) + C 


3a 2 a resin 


[n Jfa 


3a + J" 


x(2u-x) +C 


【 1784 】 


_dr_ 

(x — a)(b — x) 


提示 : 运用代换法 *r = (A —a)sin- /. 
解不妨设 a <6, 则 a 0< 6 .设 


x — a 


(6 —a) si 


(0<,< f )， 


— a)(,b — x) — (b — a)sin/cos/ 
dr = 2(6 — a)sin/cos/d/. 


所以 


_dr_ 

(x — a)(b — x) 


2 d( = 2t + C 


= 2arcsin <> y^_^ +C. 

【 1785 】 [ yU-a)0?-x)dr. 

解与上题同样设 
— 42 — 


•最简单的不定积分第三章不定积分 


而 


X — a = (6 — a)sin 2 “ 

[ V (x — a)(b — x)dx = 2(6 —a) 2 fsin 2 ^cos 2 /d/ 


(b-a) 2 

2 

{b-a) 2 

4 


sin 2 2/d/ 


(b — a) 2 


Ja- 


cos4/)d/ 


(/ —jsin4f)+C. 


sin4 / = 2sin/cosKl — 2sin 2 /) 


x — a 


—a 1 


‘Mb-aN ‘ 

— 4 a+b—2x 
_ 4 (6- a ) 2 、 

(x — a)(b — x)dx 


b—a 


(x — a)(.b — x ), 


(b-a) 2 


x—a 
b — a 




(x—a)(b—x) +C. 


用双曲线代换 X = ashhx 

正数 ）（ 1786 〜 1790). 


flch 等，求解下列积分(参数是 


【 1786 】 


a 2 + x z dr. 


解 因为一 oo<x<+oo. 可设 = ash /， 从而 
Va 2 +x 2 = ach/,cLr = achrd^, 

所以 >/a 2 + x 2 dr = a 2 ^ch 2 tdt = a 2 j ^ 

=a 2 ( 音 ++sh2/)+C!. 

而 x + Va 2 x 2 = a ( sht + ch/) = ae ’ ， 

Fin . _ Va 2 +x 2 


sh2t = 2sh/ch/ 


2x Ja 2 + X 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


vV +x 2 dr 


^rln(x+v/a 2 +x 2 )+4 vV+P+C. 


【 1787 】 


解 


/a 2 +x 2 

设: r = ash/ 

x 1 = a 2 sh 2 t 

acht 


则 = 

所以利用 1761 题的结果有 


sh 2 t . 


achtdt 


Va 2 + x 2 


a 2 Jsh 2 /d/ = a 2 (jsh2f — 音 C 


x 


V a 2 +x 2 — ^-ln(x+ Va 2 +x 2 ) +C. 


117881 Iv ^- 

解 被积函数的定义域为 x > a 及 : r <一心 

(1) 当 时 ，设 *r = flchz (00 )， 

从而 J^a = Cj ^ 1 ' dx=：ashtdt ' 

所以廳心 

— a (ch/ — 1)d/ — ash/ — at -\-C\ 

=a \/ch 2 ，_ 1—a/ +Ci 

= a J{f) 2 - l - aln U{f) 2 ~ l ^i) +c ' 

= Vx 2 — a 2 — aln( j- + Vx 2 — a 2 ) + C 

(2) 当 x <—a 时，可设 a: =—ach/ (/ 〉0)， 

从而 ^dr =—ash/d/f 
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. 最简单的不定积分 


第三章 I 不定积分 


所以 




=— 


a\ (ch/ + l)dt =— asht — al +Cj 


■ 


a V ( f ) 2 _ i - ain ( V ( f ) 2 - 1 - f) +Ci 


— y/x 2 — a 2 —aln( Vx 2 — a 2 — x) +C. 


总之 




=sgar • y/x 2 —a 2 — aln(y x 2 — a 2 +| x | )+C. 

【 1789 】 -- ^ ■- 二 

V (j + a)(x + 6 ) 

解不妨设^<6，被积函数的定义域为^>_^及1<_6. 
(1) 当时，设 

x-\-a = (b — a)sh 2 t 9 (t > 0) 


x ~r a 


从而 


(: r + a)(x + 6) = (b-a)shtcht. 


dr = 2(6 — a)sh/ch/d /， 


所以 


dr 

V(x + a)(x + b) 
r x + a + Vx + b = 


2 d/ = 2/ + C, 


b — a(sh/ + cht) 
b — ae 1 , 


所以 


x + a + Vx + b 


Vb—a 

• dr 

N/(x + a)(x + 6 ) 

( 2 ) 当 •!*< 一 6 时，设 

x + b = (a —b)sh 2 t 


21n( y/x a + s/x b 、 + C. 


(/ > 0 ) 


从而 


(a* + a)(x + 6) = (6 —a)sh/ch/ 


dr 


2(6 —a)sh/ch/d/» 


所以 


• r + a)(:r + 6 ) 


2 \dt =-2 t + Q 


dr 
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21n( v — (x + a) + v — (: r+ 6)) +C. 


总之 


_dr_ 

(x + a)(x + 6) 


21n( v^x + a + \/x+6) + C 


若 j*+a >0 及 :r + 6>0 


(— 21n( V—x — a + y/—x — b) +C 若 :r+a <；0及1+6<0. 
[17901 V(x + a)(x + b)dx. 

鑭 

提示:假设 *r + a = (b-a)sh 2 t. 

解与上题类似 
当 x 〉一 a 时，令 

x + a = (6 —a)sh 2 r. 


<x + a)(a+6)cLr = 2(6 


—a) 2 Jsh 2 


^ch 2 rd/ 


士 （b — a) 


2 [sh 2 


2/d/ = —(b — a) 2 (ch4 / — l)d/ 


=+(6 —a) 2 (+sh4/ —f)+C 丨 
sh4 / = 4shr • chKl + 2sh 2 t) 



b —— a 


l+ f±a/ l+2 ^±a\ 
b — a \ b — a I 


b — a 


所以 


(b-a) 


(2ar + a+6) 7(x + a)(x + 6), 


'(x + a)(a: + 6)cLr 

2x + a + b y (x + a)(：r + 6 ) — (6 ~ a)2 ln( 77+^ 


+ /r + 6)+C. 

当 a* < — 6 时，类似地讨论可得 

[ >/ (x a) (x ~h b) dx 


2x + a-\-b 

4 


Cr + a)(x + W + 
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• 最简单的不定积分第三章不定积分 


(b — a) 2 


\n(y= 


x — a 


+ V— x — b) +C. 

运用分部积分法，求解下列积分 （1791 〜 1801) 


【 1791 】 lardr. 


larcLr = xlru- 


[r •士 dr 


xlnr — x + C. 


【 1792 】 Lr^IrLrdrCw # 一 1). 


lardr 


i • 
n + L 


lnrd (， 




=^■1— 

= ^0—A)+ c . 

【 1793 】 1(^)'^. 

解 K 1 ^ ) dr =- Jln 2 xd (^) 
=— 仏 +f 丄 dlru* •丄 dx 

X J X X 


， • 士 dr 


\n 2 x 


\n 2 x — 2 1m 

X X 


-2jlard ( 士 ) 


+ 2| - • 士 dr 


--(ln 2 x + 21ar + 2)+C. 


【 1794 】 -/rln^dr., 


\/x\n 2 xdr 


I 

ln 2 xd(x^ ) 

% 


|xilnx-|p -21ru：.^dr 
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3 




x 


8 




\nzd(x 




: r* (In 2 


工-音 lar 


+ 音 P 
+ 音) 


dr 


x 


【 1795 】 


jre 


解 




xd(e _ Y ) 


xe 


e-"(x+l)+C 


【 1796 】 


解 


• 2 e— 


e 


dr 


-^x 2 e 


x 2 


e 


- {Jx 2 d(e- 

+ 音卜 • 

~j\ X 


2xdr 


cKe- 2 ") 


-^rV 


工 e— +-7T e 


i ! 


e 


+ x + 


音) +c . 


e 


dr 


【 1797 】 lx 3 e~" 


解 


j: e 


= — 


w 


yjx 2 d(e _r2 ) 

+ e j2 d(: 2 ) 


=-4e-" 2 (x 2 + l)+C. 


【 1798 】 


xcosjrdr. 


解 


xcosxdr 


: rd(siar) = xsinz 


siardr 
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• 最简单的不定积分第三章不定积分 


jsinr + cosx + C. 


【 1799 】 o' 2 sin2j-dr. 


解 


j 2 sin2xcLr 


2I 


d(cos2x) 


=—yx 2 cos2x + \\^ x * cos2:rdr 
= — — cos2x + -^-Jxd(sin2j') 

=一 士 x 2 cos2: + 音 : rsin2: —^ Jsi 


sin2j：dr 


2x 2 -l 


cos2x + ^xs\n2x + C. 


【 1800 】 xshxdx. 


jshxdr = J xd(ckr) = :rcha. — J ch^dr 
=xchx — shx 十 C. 


% 

【 1801 】 a^ch3*rdr. 


解 


x 3 ch3xdr 


d(sh3oO 


sh3j- — x 2 sh3jcLr 


-rx s sh3x 




d(ch3x) 


+jt 3 sh3j — jx 2 ch3*r + 音 J xch3xdr 
+:r 3 sh3*r — jx 2 ch3j ： + 吾 prd(sh3:r) 

-^-x 3 sh3o' — ^-x 2 ch3j ： + **rsh3:r — ^ | sh3xdr 

(+? + 吾 *r )sh(3i) — (jx 2 + 弄 jch3x + C. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


[1802] 


arctaar dr. 


解 


arctaorcLr = jarctarLr 


-i 


x 


1 + 


dr 


jarctanr — — ln( 1 +-T 2 ) + C. 


【 1803 】 arcsirLrdr. 


解 


arcsiordr = : rarcsiirr 


iar — J 


x 


/l 


jarcsirtr + y/l — x 2 + C. 


【 1804 】 xarctaardr. 


解 


j-arctarucLr — +Jarctaard(j* 2 ) 


7*r 2 arctarLr — 


—j^arctaru* — 


I* 

2"J ] 

if( 


cLr 




(x 2 + Darctanx — jrx + C. 


【 1805 】 


2 arccoso*cLr. 


解 


r’arccosxcLr 


arccosxcKx^) 


3 


arcco&r + 


il 


yi-x 2 


3 


x arccosx 


H7 ^ d(1 - 2) 


\r arccosx 


•訊 7^?- /r ^ f ) d(1 - 

x 3 arccosx — }r V\— x z + 各 （1 — «r 2 ) 音 +C 


x 2 ) 
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. 最简单的不定积分 


第三章不定积分 


arccosx 


+ 2 


Vl-x 2 +C. 


【 1806 】 

孀 

解 


arcsiru: 


dr. 


x 

arcsiar 


dr =—Jarcsiard ( 士 ) 


—— • arcsiar + - 

X J T ./l 


x y/l—X 2 


•dr 


令 


x 


则有 


1 


dr 


x 


VI 


4 7h\ dt 


In [ t+Vt 2 ~ \ | + C=- In 


1 + /1—P 


X 


+ c. 


因此 

[ arCS ； ar dr - 

— -arcsiar — In 

1+ v /1 — X 2 


J ? 

X 

X 


+ c. 


【 1807 】 Jln(x+ yi+x 2 )dr. 


解 


fln(x+ \/1 + x 2 )dr 





吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


_ 

【 1809 】 arctan y/xdr. 

鬌 

解 J arctan /rdr 

=xarctan "一 if 





dr 


jrarctan y ^~f( 1 ~T+^) d( ^ ) 
(:r + l)arctan —v^F + C. 


【 1810 】 sinr • ln(tarLr)dr. 


解 


siar • ln(taar)dr 


-i 


In(taar)cKcos^) 


cosj • ln(taar) + cosj 


dr 


taar 


jrdr 



求解下列积分 （ 1811 〜 1835) 
【 1811 】 [oVdr. 


解 


x 5 e^dr = j^fx 3 d(e^) 

= 音 i 3 〆—ipdCr” 

=-lu 3 -!)^ 3 +C. 


【 1812 】 (arcsiar) 2 dr. 
解 f(arcsiar) cLr 


x(arcsior) 2 — 2x 


arcsinr 
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• 最简单的不定积分第三章不定积分 



x(arcsirur) 2 +2 arcsiard( \/1 — x 2 ) 


x ( arcsiar ) 2 + 2 vl — x 2 arcsiar — 2 


= x ( arcsiar ) 2 + 2 \/1 — x 2 arcsiar — 2 x + C . 
【 1813 】 x( arctaar ) 2 dr . 

矚 

解 ： ( arctaar) 2 dr = + J ( arctaar ) d (: r ” 

=-— o ' 2 ( arctaar ) 2 — [ 

乙 J 1 十 


dr 


^••r 2 (arctaar) 2 —J(l — 
(arctaar) 2 + Jarctar 


1+x 2 


J arctaar dr 
rtarLr) — Jar 


( arctaar ) - +J arctaard ( arctarLr ) —J arctaarcb 

1 • 
ttCx 2 + 1) ( arctaar ) 2 — j • atctaar + — ~ 7dr 

2 1+f 

士 (: r 2 + l )( arctaar ) 2 — :rarctarir + 士 ln(l +: 2 ) +C 


118141 卜❺- 


解 




sl ln i 


—x 


1+x 


d(x 3 ) 


• r31n Tff + iIr^? dr 

乂 111 结 + 


1 —x 

IT^ 


■ 2 -4ln(l-^ 2 )+C. 


【 1815 】 f ^ n ( x + Vl +^) 

/m r 


解 


. ilnCr + y/l+x 2 ) 

/Tk?" 


dr 
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yiTxMn(x+yi+-r 2 ) 




n/ 1 +r 


yi+x 2 


dr 


v^TT^r^lnCjr + vl +x 2 ) — x + C. 


[18161 la 


+ *r 2 ) 2 


解 


(1+J 2 ) 2 


x = i\ 

iNrqbh 一 


•T 


(l+x 2 ) 2 


X 


2(1+j- 2 ) 


d(l+x 2 ) 


+ 7 


2)1^7^ 


a. 


2(1+j 2 ) 


+ 士 arctanr+ C. 


【 1817 】 


dr 


解 


(“ 2 +: 2 ) 2 . 
当 a = 0 时， 


dr 


= 


3x 


+ C. 


(a 2 +x 2 ) 2 J ? 

当关 0 时， 

dr __ J_f a 2 +x 2 ^ x 2 
(a 2 +x 2 ) 2 _ ?J (^ 2 +x 2 ) 2 


dr 




+ x 2 


dr 




(a 2 +x 2 ) 


dr 


arctan 


a 


f ⑸ 


arctan 


x 


a 


+ —arctan 


2(1 + 


a 


+ C 


x 


2^ arCtan a 


x 


2aHa 2 +x 2 ) 


+ C. 
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• 最简单的不定积分第三章不定积分 


[1818] 





7dr 


^ 2 -x 2 + . 

% 


■ + 


a 2 -(a 2 -x 2 ) 

Va 2 —x 2 


dr 


dr 




■- 】 ■ ■ d(— ) — Ja 2 —x 2 djr 

~(f ) 2 


x s/a 


+ ^rarcsin 


a 2 —x 2 dr. 


因此 


Va 2 — j 2 dr = -^rj ： y/a 2 — x 2 4 - 4~a 2 arcsin 工 + (: 

I l a 


【 1819 】 



•2 +adr 


J ： sj x 





dr 


所以 


= X y/x 2 +a— y/x 2 +“dr + “ 1 - 

v / lM = 

2 2J y^ + 

\/x 2 +a + -|-ln| x+ y/jr 2 + a + C. 


cb. 


【 1820 】 x 2 Va 2 -\-x 2 ±r. 


解 


: r 2 vV+Pdr 


x(a 2 +x 2 )U(u 2 ~^x 2 ) 

龕 


+J:d[(a 2 +: 2 )” 

-|-x(a 2 +x 2 ) H -yj(a 2 +^ 2 )2dr 

+jT(i+i 2 )i _ 专 J Va 2 -\-j： 2 dr 
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yjx 2 y^T^dr 


所以，利用 1786 题的结果有 

[x 2 Va 2 + x 2 dr 


导 \x{a 2 + x 2 ) 2 — Va 2 +x 2 dx 

4 L o o J 

^x(a 2 +x 2 )2 + 

4 4 L z 

^ln(x+ya 2 +^ 2 )l+C 


= x(2x 2 +a 2 ) 
_ 8 

【 1821 】 [«rsirr\rdr. 


y/a 2 -\-x 2 — ^|-ln(x+ y/a 2 + x 2 ) +C 


解 


a:sin 2 xcLr = 士 J:r( 1 — cos2jr)dr 
=+ : rdr — Ja-cos2xcLr 


j ： d(sin2j) 


{x 2 -{sin2x + |Jsin2xdx 


T x2_ T xsin2x 


cos2x + C. 


【 1822 】 (e^dr. 

解设 /? = / 


， dr = 2tdt, 


所以 


e^dr 


2tAt = 2 td(e r 
% 
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= 2te l - 2J e l dt = 2^e / -2e / +C 

二 2 e W^-l)+C. 



. 最简单的不定积分 


第三章不定积分 


【 1823 】 xs'm y^rdr. 


解设 A 


所以 


:= t 2 fdx = 2zd/ ， 

xsm %/xdx = 2(Vsin/ck =— 2^ 3 d(cosO 


It 7, cos/ + 6 /"cos/d/ =— 2〆 cos/ + 6 Z 2 d(sin/) 


2t 3 cost + 6/ 2 sin/ _ 12 U • sin^d/ 


【 1824 】 


— 2/ 3 cos/ + 6/ 2 sinr + 12/cos/ — 12 costdt 

% 

- 2t(t 2 -6)cos/ + 60 2 -2)sin/ + C 

2(6 — x) y/xcos >J~jc + 6(j: — 2)sin vG^ + C. 

I xe arc,aiu 」 

! - r dr. 

(1+x 2 )^ 


xe 


(l+i 2 ) 音 

： Ttt ^ 1 


dr 


r+^ 


d(e { 


(1+x 2 )^ 


dr 




d(e 


arclaar 


1+7 


因此 


xe 


arclaar 


(1+X 2 )2 


dr 


/T+Z 

x-1 

/nr? 


-i 


(i+y)j 


e^dr 


+ C 


【 1825 】 


cLr. 


解 


』 J(i+# 

利用 1824 题的结果有 




(l+«r 2 ) 音 


dr 




•d(e ; 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


71 +x 2 


JT 


(1+ X 2 ) 专 


dr 


J ： 




yi+x 2 

x+l 


.arciaar 


【 1826 】 


2/1 + 


sin(lar)cLr. 


2 /T+ 

+ C. 


+c 


解 


sin(lar)Ar = asinCInj) — j^rcosUar) • -^cLr 
=a*sin(lar) — xcos(lnx) — [sin(lar)dr, 


因此 


sin(Iru*)dr = -^-[sin(lar) — cos(lar)] + C. 


【 1827 】 


cos(liLr)dz-. 


解 


因此 


cos( lru.) dr = j-cos(lar) + 


•rcos(lar) + jsin(lar) 


cos(lrLr)cb' = --[cos(lrLr) + sin( IrLr)] +C. 


sindruOcLr 


cos(lar)dr ， 


【 1828 】 


e a, cos&r dr. 


解如果 a = 6 = 0, 则积分为 i 


如果 a = 0，b 4 0, 则积分为 Ysin&r +C\ 因此，设 u # 0, 


e 




coshx dr — 士 J cos&r d (e af ) 


—e a, cos&r + — j sin&r dr 

a a J 

—e a, cos&r + 与 f sin&rcKe^ ) 
a crJ 
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-e-cos6r + - 


sin&r 


si 


coshxax , 


所以 


cos&rdr = j-^-e^cos&r + sinhr j+ C 




(acos/ir + AsinAr) + C. 


【 1829 】 

% 


e^sin&r dr. 


解如果 c/ 


0, 则积分为 >r + C 


如果 “ = 0,6 古 0, 则积分为一 —coshr +C 

下设“尹0,6尹0， 

e^sin&rdr = -^-Jsin/zrdCe^ ) 


—e ur sin/xr 
a 




cos/irdr 


—e ar sin6x — K cos/u*d ( 产 ） 
a a J 

士 e“ r sin/zr - -^e^cos&r — ^Je ar • sin/xrdr 


^ - 

e-sin&rdr = 奶 in/zr-/,cos&r)+C. 


_ 

【 1830 】 e 2r sin 2 xdr. 


解 


e lr sin 2 xcLr 


= I 1 


e 11 dr — 


il e 


1 — cos2 j ) dr 


lr cos2jdr. 


由 1828 题的结果知 


cos2xdr 


( 2cos2j + 2sin2x) +C^ 


所以 


e^sin^dr 


T-e 2 ^ —- • — (2cos2x + 2sin2x) +C 
4 L o 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


e 2j (2 — cos 2 j — s\n2x) + C. 


【 1831 】 


(e J — cost ) 2 dr. 


解 


(e r — cosj) 2 dr 


J(e^- 


2e J co&r + cos 2 x) dr 


Zr 


dr-2 




e J cosxcLr + -^ (1 + cos2:r)dr， 


由 1828 题知 


e^cosxdr = e-(cosx + siar) +c 


所以 


(e T — cosx) 2 cLr 


je^-2. g- J(cQSJ + siar) +-^ + |sin2x + C 
— e^(cosx + sirir) +f + +sin2*r + C. 


【 1832 】 


解 


arccote^ 


arccote 7 


e 


^=-1 

'arccote^ — J 


arccote J d(e ') 


1 + 


dr 


e J arccote’ 


-K 1 - 


1 + 




)dx 


一 e—' arccote^ 一 j + |ln( 1 十 e 2r ) + C. 


【 1833 】 


sim 


解 


「 ln(siru-) 


x 


cLr =—Jln(sirLr)d(cotr) 


cotr • ln(sirLr) + cot 2 xdr 


60 


=—cotr • ln(sirLr) + (csc 2 x— l)dr 




. 最简单的不定积分 


第三章不定积分 


【 1834】 [ 


cot:r • ln(siar) — cotr — i+ C. 
xdr 


J COS X 


J cos"j 


xtarLr 


dr = |xd(taar) = j-taru* — J tarurdr 


【 1835 】 


(x+1) 


d(co&r) 

CORT 

rdr. 


j-taar + In | cosx | + C 


解 


•re 


u + \y 

xe 1 

7+1 


17^ = ~I xe，d (7Tl) 

f ! + I ^+ T el( - r+1)dr 


X + l 


f+c 


下列积分的求解是要把二次三项式简化成范式，并利用下列 


公式: 


(1) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


dr 


—arctan — + C (a ^ 0 ) ； 
a a 


dr = 

. idr = 
“ 2 ±: 2 — 

• dr 

* sja 1 — x 2 


1 . a 
Ya {n a 


+ C (a^O) 




土丨 ^ 士 ^ l+C ； 


arcsin - h C (a > 0) 

a 


(5) 




In , x + >/x 2 ± a 2 | + C (a > 0) 


( 6 ) 




士 ± j* 2 + C (“ 〉 0); 


(7) 


dr 


2 + ^r-arcsin — + C 


(a >0) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


( 8 ) 


乂 r 2 士 a 2 dr 


X 


>Ar 2 土 A 士 glnli+vV 土 i | + C (a 2 >0). 


求解下列积分 （ 1836 〜 1849). 

^ (ab^O). 


[18361 


解 


+ &r 2 

当 M 〉 0, 


dr _ 

_ 1 

d(v/| b x) 

a +&r 2 

sgna • - 

v b J 

(v/| a \y + (V b x) 2 


sgna 


\/ab 


arctan 




当 o 6<0, 

dr 


a + hx 


sgna 


dr 


a \ — \ b \ x 2 


sgna 


d(v\b x) 


sgna 


V\ b | J ( V\ a I ) 2 — ( v\b\x) 

V a I + VTb 


2 


In 


x 


V \ a\ — y/\ b I j 


+ C. 


118371 


. ^ 


dr 


x + 2 - 


解 




dr 


d i x ~i) 


x 


+ 2 


•T 


i) 2 +(f) 


【1838】 


2 . 2x-\ 

•Tzarctan — — — 

77 77 

dr 

3x 2 -2x-r 


解 I 3 x 2 - 1 = II ~ 

X 


dr 


— T - 

3 3 
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(x —cx>sa) 2 + sin 2 a 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


ln(? - Zrcosa 丄 1 ) + cota • arc—)+C 


(a 7^ kn 9 k = 0 ，士 1 ， ±2 ，“.） 


【 1842 】 




dr 


x 


4 -x 2 +2 


解 








\n(x A -x 2 +2) + 


2v7 


arctan ^i+C 




[1843] 


: r 3 dr 

x 6 -x 3 -2 - 
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. 最简单的不定积分 


第三章不定积分 


[1844] 


解 


= -j\n\ ： \x 3 + l I - Cr 3 —2) 2 ] + C. 

_dr_ 

• 3sin ? j — 8siarcosj* + 5cos 2 x - 

_dr_ 

3sin?:r — 8sirLrcosx + 5cos 2 x 

_ d(taar) _ 

. 3tan"x — 8taar + 5 


3. 


d( taar 


3J ftaar-4 


•- 音） 

) 2 -( i ) 


jin 

-+(taar--) 


l n 3sirtr — 5cosx (, 
siru. — cos^r 


【 1845】 f : :夺 


J sina* + 2cosx + 3. 

_dr_ 

siar + 2cosa. + 3 

_dr 

2sin ^-cos + 4cos^ 


dr 


cos* 


2tan 4 + 4 + sec' 


d ( tan f M ) 

2 

Lan y + 1) +4 


arctan tan Y ^ 1 +C. 


dr 


【 1846 】 


J a -\-bx~ 


(6^0). 
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吉米多维奇数学分析习 


解当6>0时， 


dr _ J_ d(7fer) 

/“ 十 1 辽 2 ^ y/a + (Jbx ) 2 

-pin I Jbx + Va+bx 2 | + C. 
Jb 


当 6<0 及 “〉0 时 

. cLr 
• Ja + fxc 2 


= — y — arc 

v/=^ 

【 1847】^-= 

./i — 


—1 _d( 

y/Ua) 2 


dcy^bx) 

(\/a) 2 — ( \/— bx ) 


dr 


解 


、 v\ — 2x — x 2 

dr = 

1 — 2 j* — 


' dCr+1) 
n/2-(j-+1) 2 


arcsin 


in 爭 

72 


【 1848 】 




解 


dr 

7T 


++1) 


In x + 4" + Vx + x 2 + C. 


【 1849 】 


dr 

2x 2 -x + 2 
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. 最简单的不定积分 


第三章不定积分 


* ln l' r_ {+V x 2 _ f + 1 I +C . 


【 1850 】 证明，若 j = 似 * 2 +&r +r(a ^ 0) ，贝 lj 

^ = -^ln +C (当 a>0 时 ）; 




J A 

证 ：/ = 
当 a 〉 0 时， 


▲ 

=—-—i 
y/—a 

2ax + 6 , 


arcsin ^ - +C 

y/b 2 — \ac 


( 当 a<0 时 ) 


f dr = ±f 

J A vd 


丄 . 

4a^ 



dr_ 

•Ar+i 

a a 

d { X ^Ta) 


\ac — b 2 
\a 2 


去 1 ++l;+ 々 2 + f+f| +Cl 

丄 l n 2or + b | Vajax 2 +/ir +r) 
yfa 2a a 

-pin + y/ay +C. 

Va L 


当 “<0 时 

dr 




dr 


— 工 2 — 


1 . 

\J— a 、 


d ( x+ £) 


Aac 


ia 
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118523 





【 1853 】 
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. 最简单的不定积分 


第三章不定积分 


















吉米多维奇数学分析习题全解(三) 












§ 1. 最简单的不定积分第三章不定积分 


2j(x + 2 + 2 y/x 2 +x+l) . c 
( x + 2) 2 -4(x 2 +x+l) 1 


: r + 2 + 2 











设 1-1 


Cr-1) = 


dr 


df ， 


所以 


_dr_ 

(x-1) 


sgnt 


l + 2t-t 


= - 


J Jo — (* — 


w 


sgn/ • arcsin^^+C 

72 


arcsin 



x — 2 
lx-1 I 


r ^)+ c - 


【 1860 】- y ：:--- 

J Cr + 2) 2 vV+21-5 




72 


. 最简单的不定积分第三章不定积分 


设 : r + 2 = 丄， 


(x + 2) 2 \/x 2 + 2x — 5 


1 一 2f- 
/ 3 sgn/ 


dr 


dr. 


所以 


_dr 

(x + 2) Vx 2 +2x — 


sgnzj -=^= 


幽 f 

75 J 


n ++) 2 

(!- ㈣ n 


sgn/ ir d [I~( /+ D ] ,-s^r d ( /+ l) 

^ ，2j VFR7 5 ^VFR) 


sgn/ /I 

75 V 5 


/-r 2 + 


^arcsin ^ 

5 75 76 


+ C 


r 2 + 2x - 5 . 1 . / ^ + 7 

5Cr + 2) + W n U U + 2 I 


)+C. 


【 1861 】 


2 + «r 


dr. 


解 


V2+x-x 2 dx 




2 + x — x 2 + 


arcsin 


2x-\ 


+ C 


V2+x-j? + larcsin + C. 


【 1862 】 


2 + x + x 2 dr. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 




- "^lnCr 2 + 1 + + C. 

[18641 J 

解首先考虑 
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• 最简单的不定积分第三章不定积分 


+ 2 + 2 



+ C. 


对于 *r < 0,可得到同样的结果，而 


dr 


1+J 


4^ij) 

FFi) 


2x — 1 
arcsin ——— 

75 


jrclr 

TT^ 


l+n: 


1 — x + x 2 

X y/l-\-X — X ： 

_ f_dr 

X s/\+X- 


4 V 2 ) 

+ 音 arcsin ( 2 > 1 )+C. 


"I 


dr 

TT7 



+ 2 + 2 Vi+x — x 2 


xdr 

l+n 2 


arcsin 


75 


1+x 


+c. 


118651 Lim 


解 


•r 2 + l 


xLr 


sgar • (l + A) 


dr 


x Vx 




sgar 


士 ) 




75 





吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


= sgor • In 



— sgrtr • In 

1 

jt 2 — 1 + sgar • \/j~ 4 + 1 

+ Q 


X 

=In 

«r 2 - 1 + A 4 + 1 

+c 





$2 . 有理函数的积分法 


运用待定系数法求解下列积分 （1866 〜 1889) 


【1866】 


解设 


2x4-3 


(x-2)(x + 5) 


2 ^ + 3 


A 


B 


U-2)U + 5) x- 


x 


+ 5, 


则 

解之得 

所以 


2:r + 3 = ACr +5)+BCr-2) 


A = 1，B 


.( j * 


2x 斗 


dr 


= l(^ 


【 1867 】 


-2)(x + 5) 
ln|(x-2)(x + 5)| + C. 

xdz 


2 ' x + 5 




Cr+l)Cr + 2)(i + 3) 


解设 


x 


A 


B 


C 


(x+l)(x + 2)Cr + 3) x + l x + 2 ' «r+3, 
通分并比较两边的分子有 

x = AU + 2) Cr + 3) + B (: r + 1 ) Cr + 3) + CCr + 1 ) 

(: r + 2). 

在上面恒等式中令 

x =— 1 得 一 1 = 2A，A =— 4~; 


x 


— 2 得 一 2 =— = 2 


x =— 3 得 一 3 = 2C,C 
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所以 


• 有理函数的积分法第三章不定积分 


_ xdx _ 

(x+l)(:r + 2)Cr + 3) 


_4- 厶 -I _ £l_ 

x+1 x+2 x+3 


dr 


2~ln I j + 1 |+ 21n | «r + 2 | — ^ln | a* + 3 1+ C 

, (j + 2) 4 r 

(o: + l)Cr + 3 ) 3 札 


【刪】 L -4^2- 


解 


x 2 +x-2 

=a- 8 - j: 7 + 3x 6 - 5x 5 +1 lx 4 - 2lx 3 + 43x 2 - 85x +171 
,-341x + 342 


x 2 + J ： — 2 


设 


-341j + 342 _ 
:r 2 +x-2 ■ 

-341x + 342 = 

=一2得 

1024 =-3A，A 


A B 

x + 2 x-\ 9 

A(j*-l) + i3(x + 2) 


1024 


令 : r = 1 得 


3D.B 


所以 


I ， 


L 士 2 心 

=JO 8 - x 7 + 3? - 5: 5 + 11 工 4 - 2 lx 3 +43. 


85x 


171 — 


1024 


3(x + 2) 3(x 


1_ - 


dr 


£!_^ + 3x ： _5^ + iLl!_21 x4+ 43 x ： 

9 8 7 6 5 4 丁 3 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


85 2 


+ 171x + 4ln 


X 


Cr + 2) 1024 


+ C. 


【 1869 】 


解 


x' 


1 


J X 3 - 5x 2 + 6X 


- 5x 2 + 6x 


1 , 5>r 2 — 6 j + 1 
— 5jr 2+ 6>r 


1 + 


5 j 2 — 6 x + 1 
iCr 一 2)Cr —3). 


设 


• 2 -6i+l 


B 


C 


x(x — 2)(x — 3) 


7 + 1-23 


所以 5/—&r+l = ACr-2)Cr—3)+Br(x-3)+CrCr — 2), 

在上面恒等式中 

令 : r = 0 得 1 = 6A ， A = 去， 

D 

令 1 = 2 得 9= 一 2 队 13=—|", 


令 I = 3 得 28 = 3C,C 


28 


所以 


_ 

. ? 


- 5x 2 + 6x 


dr 


2(x-2) ' 3(x-3). 


J' + 'yln I x |—yin I x — 2 |+yln | x — 3 |+C. 


【 1870 】 


解 




+ 5x 2 +4 


X 


X 


1 + 


-(5x 2 +4) 


x 4 +5x 2 +4 ' x 4 +5x 2 + 4 

5x 2 -}-4 


1 


Cr 2 + l)Cr 2 +4). 


设 

从而 


5x 2 +4 


A^ + Bi , A 2 j + B? 


(x 2 + l)(x 2 +4) x 2 + l 
-(5x 2 +4) = (A 1 j: + B 1 )(x 2 +4) 


+ 4 
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• 有理函数的积分法第三章不定积分 


+ (A 2 x + B 2 )(x 2 + 1) 
比较两边同次幂的系数，得 
Ai + A 2 = 0 ， 

B[ +B 2 =— 5 ， 

4A| + A 2 = 0 ， 

4Bj +B 2 =—4 ， 


解之得 A\ = A 2 = 0 ， B| 


9 B 2 


所以 


x 4 +5x 2 +4 


dr 


•/ L 


3Cr 2 + l) 


16 

3(r 9 +4) 


•dr 

■ 


j* + 音 arctairr — |'arctan f + (:• 


118711 


xdr 

x 3 -3x + 2 # 


设 ] 


则有 


j 3 - 3 x + 2 (x-\) 2 (x + 2) 

^ A , B C 

~ x-l^(x-l) 2 a-+2 ， 

=ACr-l)Cr + 2)+B (: r + 2)+C(*r — l) 2 


1 得 1 


令 :r =-2 得 一 2 = 9C,C 


比较两边 / 的系数得 A + C = 0, 从而 A = I ，所以 


3 -3x + 2 

I[^i 


2 i x—\ 
9 ln 


dr 


3(x-l) 2 9Cr + 2) 


3(x — 1) 


"dr 

■ 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三） 


[18721 


x 2 +l 

(:r+l) 2 Cr-l) 



解 


设 





A , B 
x + 1 (x+1) 2 



从而有 

: r 2 + l =A(«r+l)Cr-l)+BCr — 1)+C(«r+1) 2 . 
令 : r =— 1 得 2 =— 2B,B =—1 ， 

令 :r = 1 得 2 = 4C,C = y. 


比较两边 / 的系数得 A + C= 1 ，从而 A 


，所以 


(x+l) 2 (x-l) 


dr 




1 


2Cr+l) (x+1) 2 2(x-l). 


dr 


In I j 2 — 1 | + 


x+1 


【1873】 {(p^r 




解 


X 


3x + 2 

為 


) 2 dr. 


x 2 


x 2 -3x + 2 / "" (x-l) 2 (x-2) 


^ A B C , D 

— j ： 一 1 丁 Cr — l ) 2 〒 Cr _2) 丁（了一2) 2 . 

通分并比较两边的分子有 

x 2 = A(x - 1 )(x - 2) 2 + B(x - 2) 2 
+ C(i- l) 2 Cr-2) +DCr- I) 2 . 
令了 = 1 得 B= 1 ， 

令 a: = 2 得 D = 4. 

比较两边 P 及 *r 2 的系数，得 

A + C= 0, -5A + B-4C + D= 1, 
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• 有理函数的积分法第三章不定积分 


解之得 A = 4, C=—4. 


所以 


1 (^ 

= It 


3x + 2 


) 2 心 


(x-1) 


4 

Cr — 2) 


(x-2) 


? dx 
■ 


4ln 


: r — 1 


x-2 x-\ x-1 




+ C 


118741 


』 i x—\ 5j — 6 , 

4ln ^2 -^- 37 + 2 +C 

_dr_ 

Cr+l)Cr + 2) 2 (o* + 3) 3 . 


解设 


(x+1)(x + 2) 2 (j + 3) 3 


A I B 

^• + 1 x + 2 


C 

(x + 2) 2 


D 

(•r + 3) 


所以有 


£ , F 

•Cr + 3) 2 + (x + 3) 3 ’ 

ACr + 2) 2 Cr + 3) 3 +BCr+l)( J + 2)(j' + 3) 3 
+ C(x+l)(x + 3) 3 +D(x+l)(x + 2) 2 (x + 3) 
+ E(j-+1)(j' + 2) 2 (x + 3) + F(x+1)(x + 2) 2 

1 得 1 = 8A，A = 各， 


令 :r =— 2 得 1 =_C，C =_ 1 ， 

令工 = 一 3 得 1 =—2F ， F=—+• 

比较两边及 《 r 3 的系数•得 
A + B + D = 0 ， 

13A + 12B + C+llD + £：= 0 ， 
67A + 56B + 10C + 47 D + 8E + F 


解之得 


2，D 


， E=—4 •所以 


_dr_ 

Cr+l)Cr + 2) 2 Cr + 3) 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


\lsc7 1 - 


17 


(x+1) : r + 2 Cr + 2) 2 8Cr + 3) 


5 


4Cr + 3) 2 2Cr + 3) 


1_■ 


dr 


In I i+l | + 21n I : r + 2 | + 


x + 2 


【 1875 】 


_ ¥ ln| "' + 3|+ l7T3 + 4(^+3) 

_dr_ 

x 5 -{-x } -2x^-2x 2 +x+V 


+ C. 


解 


x s 


十 j* 4 — 2x 3 — 2 jt 2 + :r + 1 


所以 


Cr-l) 2 Cr+l) 3 


A 


B 


C 


D 


E 


j •一 i (j- 1) 2 ' (x+1) ' Cr+1) 2 ■ (x+1) 3 

=ACr—l)Cr+l) 3 +B(x+l) 3 +CCr-l) 2 Cr+l) 2 
+ D(x-l) 2 (x+l)+E(x-l) 2 . 


令 i = l 得 1 = 8 B，B 


令 :r =— 1 得 1 = 4E ， £ = 丁， 

4 

令 = 0 得 一 A + B+C + D + E= 1 ， 

令 : r = 2 得 27A + 27B + 9C + 9D + E= 1 ， 
令了 =— 2 得 3A —B + 9C — 9D + 9£= 1. 


解之得 


A =_ 吉 ， C = 咅，0 = 士 •因此 

16 16 4 

_ dx _ 

x 5 +x 4 -2x 3 -2x + x+l 


= 1 [- 


3 


3 


16(x-l) 8(x-l) 2 16Cr+l) 


4Cr+l) 2 4Cr+l) 3 


dr 
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• 有理函数的积分法第三章不定积分 


吾 ink-1 l-g(7 1 =n + ^ ln l- r + 1 1 


4( 工 +1) 8Cr+l) 


2 + C 


3x 2 + 3 jt — 2 


1 ^ I A U 乂 I O 乂 U I p 

l6 ln 7^1 _ 8U-1)(^+Y)^ C - 


【刪 


解 


从而 

故 


x 2 +5.r + 4 

1 4 +5 工 + 4 


x 2 +5^ + 4 
Cr 2 + l)Cr 2 +4) 


_ Aix + B] . A 2 x + B 2 

— 工 2 + 1 t : r 2 +4 ， 

^+5 x +4 = (Aj+B, )(^+4)+ (A 2 a- + B2)(^ +IX 
Ai + A 〗 =0 ， 

Bi + B 2 = 1, 

4Ai +A 2 = 5 ， 

4B, +B 2 =4, 


解之得 A 


,Bi = 1 ， A 2 


， b 2 = 0 . 于是 


[^_±5x±A 

J y+5o: + 4 


dr 


7TT 十 


dr 


In : 2 - 卞 ! + arctaar + C. 
x + 4 


【 1877 】 

% 


dr 


设 


Cr+l)Cr 2 + l). 


Cr+l)Cr 2 + l) 


A , Rr+C 
x + 1 : r 2 + 1 ’ 


则 1 = ACr 2 + l) + (Br+C)Cr+l). 

令 : r = 0 得 A+C= 1 ， 

令 j ： =— 1 得 2A = 1 ， 

令 x = 1 得 2A + 2B + 2C = 1. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ）I 


解之得 A 


， B: 

dr 


，c 


2 


.所以 


Cr+l)(j 2 + l) 


il[ 


x+1 


x+1 
• 2 + l 


dr 

■ 


In I :r + 1 I - j-lnCx 2 + 1) + jarctaar+ C 


4 


In ( + jarctaar + C 


x 2 + l 


【1878】 


dr 


(x 2 — ix + A)(x 2 — 4j + 5) 


解 


(x 2 — 4x + 4)(x 2 — 4a* + 5) 

-4x + 5)-(j 2 -4j + 4) 
(jr 2 _4i + 4)Cr 2 _4:r + 5) 


所以 


(x —2) 2 (x 2 — 4a* + 5) ^ 

_ dx _ 

(i 2 -4r + 4)(«r 2 — 4r + 5) 




Cr 一 2) 


dr — 


饞 


dr 


(:r-2) 2 + l 


x — 2 


【 1879 】 


arctan(x — 2) + C. 


xdz 


(jt-1) 2 (x 2 +2j- + 2) 


解设 


x 


(x-l)Hx 2 -\-2x + 2) 


A 


B 


+ 


Cr + D 


x-1 1 Cr-l) 2 x 2 +2x + 2 9 

通分并比较两边的分子得 

j = A(x-l)(x 2 + 2x-h2)-hB(x 2 + 2x-h2) 
+ (Cr+D)(x-1) 2 . 
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. 有理函数的积分法 


第三章;:不定积分 


令工= 0得一2八+ 23 + 0 = 0， 

令: r = 1 得 5 B = 1， 

令了 =— 1 得 一 2 A — B —4 C + 4 D =— 1， 
令了 = 2得 10 A + 10 B + 2 C + D = 2. 

解之得 A = 盍 ， B = + ， c —— 盍 ， D= — I 


所以 


_ xdr _ 

(x-l) 2 (x 2 +2x + 2) 


f 1 I 1 , "~25 X "25 dr 

J [25(1-1)卞5(了一1) 2 ' 2 +2了 + 2」 




da 


污 lnU-1 l-^rn 

7 f dCr +1) 

25 J Cr +1) 2 + 1 

^ ，n| ' r_1 l ~5(^=T) 50 


h\ 


2x + 2 


5(x-l) 50J t 2 + 2.r + 2 


dr 


1 f d(P 十 2i + 2) 

50 J x 2 + + 2 


\nU 2 +2x^2) 


25 


arctan(j + 1) +C 


^0 ln — 5U=T) ' ~ ^ arClan( r+1> 4 


【 1880 】 

% 


x(l+x)(l+:r + x 2 ). 


解 


_1_ = (l+x + x 2 )-x(l+x) 

xd+xKl+^r + j' 2 ) — x(l-hx)(\+x + x 2 ) 


所以 


— x(l+x) 1+x + x 2 

_dr_ 

j(l+^)(l+^ + x 2 ) 


1+x l+x-\~x 2 





米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 






l+x + x 2 


叫「 d ( J + l ) 


1+1 


■^arctan 气 + C . 


118811 


则有 


1 = A(x 2 -x+l) + (fir+C)(x+l) 
令 o* =- 1 得 3A = 1 ， 

令 :r = 0 得 A + C= 1 ， 

令 x= 1 得 A + 2B + 2C= 1. 


解之得 A 


,B 


,C 


.所以 


I^+l = I(3U I 


_ 1 _ x-2 

3Cr + l) 3 (j 2 -x + 1) 


)dr 






dr 


six 


dr 

TI 


4 


i [d(x 2 -x+\) , i r 

6J x 2 -x + l 卞 2」 / 1 \ 

& 一 Y) 


+ 4 


， n ^ TI + ^ arctan 


2x-l 

73 


+c. 


[18821 \^- y 


解 


X 3 — 1 


A i Rr + C 


— 86 




. 有理函数的积分法 


第三章_不定积分 


从而有 X = Mx 2 +x+\) + (Br+C)(x-\) 
令 : r = 1 得 3A= 1 ， 

令 : r = 0 得 A — C = 0 ， 

令 了 =_1 得 A + 2B — 2C=—1. 


解之得 a = 4 ， b=— 4，c 


. 所以 


x 


cLr 




j — 1 

+ T+1 


■dr 

■ 




Dj+1) 

J 2 +J+l 




^ + 1 ) 

( j 4 ) 2+ t 


In - + -parctan + C. 

I 2 +1+1 73 73 


【1883】 \^- v 


l\n ^ 


7TI 


了 arctarir+ C 1 . 


118841 l,-^T 


m = (x 2 +y2x+i) 1 (x 2 -V2 J +D 

_ Ar+ B Cr + D 

_ : 2 +瓜 + 1 a- 2 -y^r + I’ 

所以 1 = (Ar + B) (x 2 -72 x+ 1) + (dr+D) (x 2 +72x+ 1), 
比较两边的系数并解方程得 


4，B = i ， C=_4，D 


.所以 




72 


+ i 


. -f j+ i 

• —— • P) nr -4- 


+ j2x+\ J x 2 -72x+1 


dr 


— 87 — 




m 

4 J 


fi 


J + f )心 丨 1 dr 

+f ) 2 4 4 

(■r-f )dr 丨】 _ ^ 一 

x ~§) + | 4 (rf) + + 


fi 〆 十 f 工士 1 +f[ arCtan 甲 

8 _r 2 -yir+l 4 L 41 


+ arctan 


2x —y[2 


+c 


[18851 一 

X 


dr 

+x 2 + r 


七 4 ^，贿 

1 = (Ar ! B)(x 2 — 1) + (Cr + D)(x 2 + x+ 1). 


Cr+D 


比较两边 T 的同次幂系数得 
A + C = 0 ， 
-A-\-B + C-\-D 
A-B+C+D=i 
B + D= 1. 


解之得 A 


，B = 4，C 


,D 


.所以 


x 1 +x 2 + 




i r zr+i 

IJ J^+X+\ 


心 +lf 


dr 

• 2 +X+l 




2x-l 


dr 


il 


dr 
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•有理函数的积分法 第三章不定积分 


1 rd(^ 2 +x+i) , 1 r d ( J + l) 


I* 

I. 


d(x 2 -x+l) , 1 f d ( X+ 2") 


II 


(: 4 ) 2 + 音 


丄 | n I 2 + I + 1 I_ L." 

4 m x 2 -x+l" r 2 y3 L 


arctan 


2j+1 

"7T 


+ 她~]仏 


【藤 】 \zrrry 


一 - J/ + 1. 

解本题如果用待定系数法来解，计算相当麻烦.用其它技 
巧来解则较为简单 . 


+ 1 _ ( j ： 2 + 1)(/ —了 2 + 1) 


_1_ j 2 -2 

3Cr 2 + l) 3(x 4 -x 2 + l > ， 


所以 


J 為 


1 「 dr 

3 "J PT\ 




arctaru. 


?+l 3J x 4 -j* 2 + 1 
1 f U 2 + l) + (x 2 -l) 


dr 


i 


x 2 + l 


dr 


i 


(x 2 + l)-(x 2 -l) 


dr 


arctaru. 


+if 

d ( J — 士） i 士） 
(:- 士 ) 2+1 2 士 ) 2 — 3 


arctarur 一 


-arctaru+-arctan — 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三） 


【1887】 


_ dr _ 

(l+x)(l+x 2 )(l+x 3 )* 


解 ^(1+x)(1+x 2 )(1+j- 3 ) 


_ A j_ B _ I Cr 十 D , £r + F 

= TT^ Cr+1> 2 : 2 + l x 2 -x+\ 

从而有 1 = A(x+l)(x 2 + l)(jr 2 -o'+l) 

+ BCr 2 + l)(i 2 -j*+l) 

+ (Cr + D)(j+ l) 2 (x 2 -x+1) 

+ (Er-f F)(l+x) 2 (x 2 + l). 

比较上式两端 i 的同次幂的系数有 
A + C+E= 0, 

B + C + D + 2E + F = 0 ， 

A + D + 2E + 2F-B = 0, 

A + 2B + C+2E + 2F = 0, 

-B + C + D + E + 2F = 0, 

A + I3 + D + F= 1 ， 


解之得 


A 


，B = —,C = 0,D = 7，E = 


，F = 0 


所以 


dr 


(1+x)(1+x 2 )(1+j 3 ) 


rr i H 

h 1 — i 1 

JL3Cr+l) T 6Cr+l) 2 

2(^ + 1) 3(/- 了 +1 )」 


dr 



I 1+x I- 


6(x+l) 



arctaar 


— \n(x 2 — \) - —arctan 


2x 


373 


73 


【1888】 


dr 


x 5 — x 4 +x 3 —x 1 +x 


解 


x 3 — j 1 + x 3 — X 2 +x — 1 
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• 有理函数的积分法第三章不定积分 


(x-l)U 2 -j ： +l)(x 2 +x-f 1) 
A , &r + C Dx -f~ E 

i 一 1 •r'+i+lTp—1 +1 ， 


则有 1 = A(x 2 +x + l)(x 2 -x+l) 

+ (Hr+C)(x-l)(x 2 一 j ： +l) 
+ (Dr+E)(x-l)(x 2 +x+l) 

比较系数得 

A + B + D = 0 ， 

-2B + C + £ = 0 ， 

A + 2B-2C = 0, 

B + 2C-D = 0, 

A —（：一 £= 1, 


解之得 A 




，C 


，D = 0，E 


.所以 


dr_ 

-x 4 +x 3 -x 2 -l 




_2x+l_1 

1) 6U 2 +x + l) 2(x 2 -x+l) 


■dr 


I ln 1 ~ 去 arctan ^ +c 


【 1889】 I — 


■r 2 dr _ 

+ 3x 3 +4x 2 +3x+1 


解 


4 +3x 3 +|-x 2 +3x+l 


Cr 2 +2:r + 2)( > r 2 +x +j) 


Ar+B 
x 2 +2x + 2 


Cr + D 
•r 2 + J + 4~ 




91 





吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三） 


从而有 

I 2 = (Ar+B)(«r 2 +o' + + )+(Cr + D)Cr 2 +2 了 +2). 

比较系数得 

A + C = 0， 

A + B + 2C+D= 1 ， 

♦ +B + 2C+2D = 0, 

晉 +2D = 0 ， 

解之得 A =音，13 = fc =— 音 ， D =_音•所以 

• _ x^dr _ 

x 4 +3x 3 +-|x 2 +3x+l 

■ 4(j + 3) _4^ + 3 1 

_^+27+2) 5 (〜 + j)」dr 

5J x 2 +2x + 2 5J x 2 +2.r + 2 

dr - 丄 f — ^ — 
5j ^+.+{ 

2 fd(x 2 +2x + 2) , 8 [ dCr+1) 

5J x 2 +2x + 2 5』 Cr + 1) 2 + 1 

d ( J+ l) 

Ki ) 2 4 

=j~l n / 十 4 ■ 2 4 - j-arctan(j ： +l) 

b 2 I I 1 0 

J +i + T 


• d (- r 2 +x+ i) 


JC 1 -r x + — 


■i 



2 

r - 

o 


arctan(2x + 1) + C. 



_ § 2 • 有理函数的积分法丨第三章 1 不定积分 

【 1890 】在什么条件下，积分 I* 是有理函数 ? 

解设 

ax 2 +fcr +c _ A _B , C? , D , E 
xHx— l) 2 x x 2 x 3 x — \ (: r—l) 2 ’ 

从而有 ax 2 +bx +c 

= Ax 2 (x— l) 2 +Rr(x— l) 2 

+ C(x-l) z +Dx 3 (x-l)+Ex\ 

比较系数得 

A + D = 0, 

-2A + B-D + E = Q. 

A — 2B J rC = a^ 

B — 2C = b ， 

C = c ， 

解之得 A = a + 2/;+3c*,B = b+2c,C= c,D =— (a -\-2b-\-3c), 
E = a+b + c. 

当 A = D = 0, 即 a + 26 + 3r = 0 时，积分 f W dr 为有 

J x 6 (x— 1)^ 

理函数 . 

利用奥斯特罗格拉斯基法求解以下积分 （ 1891 〜 1897). 

【刪 

解设 


(x-l) 2 (x+l) 3 

一 ( Ar 2 +Rr+C w Dx+E 
~ \U-l)(x+l) 2 ) (x-l)(x+l) 

从而有 x= (2Ar+B)(*r—l)Cr+l) 

-(3x-l)(Ar 2 + Rr+C) 

+ (Dr+E)(x-l)(x+l) 2 . 


比较系数得 
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—A + D + E = 0 ， 
A-2B-D + E= 0 ， 
-2A-3C + B-D-E 


-B+C-E 
解之得 A =- i，B = 


xdr 


,C=-4,D = 0,E 


.所以 


u-i)Hx+\y 

._ j 2 + ：r 十 2 

8(j-1)(x+1) 2 

j 2 +x + 2 
8Cr — l)Cr+l) 2 




16 ，n TTl +C 


* 关于奥氏方法，可参见菲赫全哥尔茨著《微积分学教程》 
第二卷一分册 . 

118921 1(7TI7 - 

解 （/ + 1)2 = (1+^2(/ 一 1 + 1)2 ，设 

1 = (Ax 2 +Ba +Cy Dr 2 + £r + F 

Cr 3 + 1) 2 — I x 3 + l i 十 ~"PT1 ~~ ， 

从而 1 = (2Ar +B)(a: 3 + 1) -3x 2 (Ar 2 +fir +C) 

+ (Dr 2 +£r + F)Cr 3 + l). 

比较系数得 




-A + E-- 
-2B + F 
-3C + D 
2A + E = 
B + F= 1 


解之得 A = 0 ，B 


，C = 0，D = 0,E = 0,F 




所以 
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•有理函数的积分法第三章不定积分 


dr 

( x 3 + l ) 2 

X 

_ 3 Cr 2 + l ) 

• x 
3 Cr 2 + l ) 


+ 音成 
+ 音 


x-2 

3 ( x 2 - x + l ) 


■dr 


x - l |n (x + lY I 2 
3 (P + 1 ) 卞 T in P - i+l 卞 3 乃 


Zr -1 

73 


+c. 


【1893】 


解 


.dr 
Cr 2 + 1 ) 3 . 

1 = 
Cr 2 + 1) 3 — 


Ax z + Br 2 +Cr + D \ 
Cr 2 + 1) 2 I 


£r + F 

PTT 


从而 


( 3 Ar 2 + 2 Br + C ) Cr 2 + 1 ) — lr ( Ar 3 + fir 2 +Cr 
+ D ) + (Er + F )( x 2 + l ) 2 . 


比较系数得 


-A + F = 0 , 
-2 B + 2 E = 
3 A - 3 C + 2 F 
2 B-W + E -- 
C + F = 1 ， 


解之得 A 


= 0 ，C = * 7 r »D = 0 9 E = 0 ,F 


. 所以 


dr 

( x 2 + l ) 3 


:( 3: 2 + 5 ) + _ 3 ^J dr 


8 ( x 2 + l ) 2 


+ 1 


|^f^+*_ar + C 


El894] 


解设 


x 2 dr 

(x 2 +2^ + 2) 2# 


(: r 2 + 2 x + 2) 2 


_ Ar + B _ 
x 2 +2x + 2 


f 

卜 


Cr + D 

« r 2 + 2 *r + 2 ’ 
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从而 


A(x 2 +2x + 2)-2(x + l)(Ar+B) 

+ (Cr+D)Cr 2 + 2x + 2). 


比较系数得 
C = 


-A + 2C + D = 
-2B + 2C+2D 
2A - 2B + 2D = 
解之得 A = 0 ， B= 1，C = 

x 2 Ar 

Cr 2 +2:r + 2) 2 


+ 2x + 2 


x 2 +2x + 2 


= 0， D = 1 .所以 

i I r 

) 2 ~ : 2 +2: + 2 丁 J 
,f dCr+l) 

J Cr + 1) 2 + 1 

+ arctan(x + 1) + C . 


dr 

jr 2 +2ar + 2 


【1895】 


dr 

Cr 4 +1) 2 . 


Ar 3 +fir 2 +Cr+D、’ 




Ex 


+ Rr 2 +Gr 

— 4 11 


+ H 


x 4 + 1 


从而有 i = (3Ar 2 + 2Rr+C)(y+ l)-4r 3 (Ar 3 +iir 2 +Cr 

+ D) + (Er 3 + Kr 2 +Gr + H)(x 4 + 1) 

比较系数得 


-A + F = 
-2B + G 
-3C+H 
-4 D + E 
3A + F = < 
2 B + G = i 
C+H = 1 
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解之得 A 


= f •所以 




dr = x 
+ 1) 2 ~ 4(x 4 + l) 


3 f dr 
4J x 4 + 1 


由 1884 题的结果有 


r cir = 1 , x 2 +y^r + 1 

Jx l + 1 472 x 2 -72^+1 


+ arctan 
4 


2 x +>/2 

~jr 


+ arctan 2^] + c , 


因此 


dr 

(x 4 + l) 2 


4(x 4 +l) + i^/t 


x 2 +72x + 1 
x 2 — 瓜 + 1 


, 3V2 
16 


arctan 


lx—41 

~JT 


本 arctan 


2j—y/2 

" TT ) 


解 设 


dr. 


118961 l — 

植 份 ： r 2 + 3 工 一 2 

m K (x-1)(o: 2 +x + 1) 2 

= (Ar + B / Cr 2 +Dr + E 

"\x 2 +x+l/ 卞 (1-1)(工2+了 +1) ’ 

从而有： r 2 +3x — 2 = A(:r —l)Cr 2 +:r+l) 

-(Ar+B)(2x+l)(x-l) 


+ (Cr 2 +ar+E)(x 2 +x+l). 


比较系数得 


— A + C + D = 0 ， 
A-2B + C + D + E 
A + B + D + E = 3, 
-A + B + E = 2, 


解之得 A = f，B = |，C 


0，D = 


= - 


1 .所以 
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x 2 +3j-2 

(^-l)(x 2 +x + l) 


dr 


1 

l)(x 2 +x+l) 


5x + 2 , f ~3 X ~ L 

3(^ 2 +x+l) J (x-l)(^ 2 +. 

5x + 2 , 2 f dr If 

3(x 2 +i + l) 9) x-\ 9J 

3(? x +x\'i) ^ 1 x ~ 1 1 


dr 


2x-\l 

x 2 +x+l 


dr 






H - ^arctan 

3^3 


2x+l 

" 7 T 


+c. 


118973 1 (^ - 


解设 


Cr 4 -1) 


[與 卜辑 其中 


Pi (x) = A,o: 7 +A 6 x 6 +A 5 o : 5 +A,x 4 + A 3 x 3 +A 2 x 2 

+ Ai：r +A 0 ， 

P 2 (x) = B 3 X 3 + B 2 X 2 +BiX + Bo » 

利用待定系数法可得 

Ai = As = A x = A 3 = A z = Ao = 0 , 

B s = B 2 = B\ = 0 f 


W 

32 


,A 


= 所以 


dr 

Cr 4 -1) 


3 


7j 5 - 11 
32(x 4 -l) 2 


r 5 —lLr I 21 f dr 
Cr 4 -l) 2_t "32J x A -l 

iK^r'^+r)^ 


— 98 — 



• 有理函数的积分法第三章不定积分 


32(x 4 


5 -11 , 21 | 
r 4 -l) 2 ^128 m 


x—\ 


larcta, 

64 


+ C 


分出下列积分的代数部分 （1898 

【咖 8 】 Uil 户 . 

如 ir\ f 了一 + 1 1 


1902). 


解设 J u4 ；； i)^ 

_ Ar 3 +Br 2 +Cr + D , f A,x 3 +6,^+C,x + D, j 


分 +P + 1 ' J y+f + l ’ 

上式右端的积分为非代数部分，因此只要求出 A,B ， C,D . 等式两 
边求导数，得 

: r 2 + l 

(x 4 +x 2 + l) 2 

_ /Ar 3 +iir 2 +Cr+D\, , H-C^ + D, 

- l —~*r 4 +P + l—'J 十 乂 +/ + 1 , 

从而 《 r 2 + l = (3Ar 2 + 2Bx+C)(x A +x 2 + 1) 

-(4x 3 +2o:) (Ar 3 +Rr 2 +Cr + D) 

+ CA x x 3 + B,x 2 + C,x + D,) Cr 4 +X 2 +1). 


比较系数可得 A 


，B = 0 ， C=f，D = 0, 因此，所求积分的代 


数部 分为 ; 


解 


x 3 +2^ 

6Cr 4 +:r 2 + ir 

118991 I (x 3 +^+l) 3 * 

份「 cLr 

(x 3 +^+l ) 3 


J (x 3 +x+l ) 3 

Ar 5 +fir 4 +Cr 3 +Dr 2 +£r + F 

(x 3 +x + l ) 2 


A\x 2 + B\x + Ci 
~x 3 +x + l~ 


dr ， 


两边求导数得 


+ x+l ) 3 


99 — 




_ -Ar 5 +Br 4 +Cr 3 +Dr 3 +£r+FY 
—■ (x 3 +^+l) 2 _ 

, A\x 2 + Bij + Ci 
十 x 3 +x+l~> 

从而有 1 = (5Ar* +4fir 3 +3Cr 2 + 2Dr + E)(x 3 +x+l) 

-2(3x 2 + l) (Ar 5 +Sr 4 +Cr 3 + Dr 2 + Er + F) 
+ (A I x 2 +C,x + C 1 )(x 3 +x + l) 2 , 

比较系数并解之得 


243 p _ 357 r 
96l f l922 f 


405 

96l 


，D = 


224 

961 


，A 


n R - 243 r 

0 ， Bl - _ 96l ,C, 


315 F= 156 
丽， 961 ， 

357 

961. 


所求积分的代数部分为 


486x1+ 357/ — 81(Xr 3 — 315/ + 312x-448 

1922(x 3 +j + 1) 2 


I 

【 1900 】 

* 

解设 ' 


(a: 5 +x+l ) 2 


dr. 


-1 


dr 


J Cr s +i+l) 2 

Ar 4 +Rr 3 +Cr 2 +Dx+E 

x 5 +x+l 


Aj^+B^^Ct^+Dix + E, 

•r 5 + :r + 1 


dr, 


求导数得 


从而有 


4x 5 -l 

Cr 5 +o:+l) 2 

— / Ar 4 + fir 3 +Cr 2 +Dr +£ 、’ 

_ ( x 5 +x+l ) 

,A,x 4 + B,a- 3 + Cu 2 + D!j + E x 

4x 5 - 1 = (4Ar 3 + 3Rr 2 +2Cr+ D)(x 5 +^ + l) 

- (Ar 4 +fir 3 +Cr 2 +Dr+E)(x 5 +x+1) 
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+ (A { x A +岛乂 +C.J 2 +D 1 x+£ 1 )(^ +x+l). 
比较系数并解之得 D =— 1 ，其它系数均为 0, 因此，所求积分的代 

数部分为 - 

【 1901 】求解 积分： 

_ dr _ 

x 4 +2x 3 +3x 2 4-2x+r 

解 因为 0 ： 4 +2 ： 1 ： 3 +30 ： 2 +20：+1 = (x 2 +x+l) 2 
所以设 …… 1 , r . ■ 1 


"i— x 4 +2x 3 +3 x 2 +2x + 1 

= / Ar + B / , Cr + D 
— \x 2 +x-\-l) "^x'+x+l 

从而有 1 = A(x 2 +x+l)-(Ar + B)(2a*+l) 

+ (Cr + D)(x 2 +x+l) 

比较系数得 

C= 0 

-A + C+D = 0 
-2B + C + D = 0 
A-B+D=1 


解之得 A 


所以 


言 ， B = f，C = 0，D 

_dr_ 

+ 2x 3 + 3^ 2 -f-2x + l 


2t + 1 

3Cr 2 +x+l) 
2x + l 

3(x 2 +x+l) 


+!J 


2 f dr 

3J x 2 +x + l 


11 


2x + l , 4 . 

3Cr 2 +x + l) + * 


【1902 】在什么条件下积分 J ^IXltX 


d ( J + l) 

(1 +j) 2+ 音 

一 ’+C 

i 以 o 是有理 
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函数？ 

解 （1) 当“关0,且 6 2 _oc =0时 
ax z +2bx +c = a(x-x 0 ) 2 , 

其中 A = A 为实数，此时 

a 

ar 2 +2gr+y 
(or 2 +&r+r ) 2 

_ g(x —Jo )~ + 2 ^(j —j-q) + 2ar 0 (j —jq) +grr> + 2^r 0 + y 

a 2 (j —Jo ) 1 

__ a _I 2^+ 2 ar 0 , axl + 2 ffr 0 + / 

a 2 (.jr — jr 0 ) 2 a 2 (x — x 0 ) A a 2 {x — x 0 Y 

从而积分为有理函数. 

(2) 当 a 关0,且6 2 — or 关0,设 

ar 2 +2 啟 + y 
( ar 2 +& r + c ) 2 

= ( Ar + B / , Cr + D 
\ax 2 +2 &r +c) ax 2 +2hx +c' 

从而有 or 2 + 2/2 r + y = A ( ar 2 +2& r + c ) - ( Ar + B )(2 ar + 26) 

+ (Cr-\-D)(ar 2 +2hT+c). 

比较系数并解方程得 C =0 

D = 2 站 — ay — ca 
2(b 2 -ac) * 

从而当 D = 0,即2/衫 =ay + 时，积分为有理函数 • 

(3) 当 a = 0,6 关0时 

ar 2 +2/3 r + y 
Ur 2 +2& r + r ) 2 

°(- r+ j) 2 ~f ( j+ i) + ^ +2 ^( j+ i)~f :+y 

' 丨 2 ^~f , 磊 一警竹 
46 4 吟 + 吞） 4 吟 + 4) 
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L 有理函数的积分法 


第三章不定积分 


故当印一^ = 0,即 or =2矽时，积分为有理函数，这种情可归并 

到情况(2)，即分+边= 2增中去 • 

(4) 当 a = 6 = 0， r 关0时，积分显然为有理函数，这种情况可 
包含在炉 -ac = 0中 • 

综上所述，当6 2 —/化= 0或以+仿= 2妒时，积分为有理 
函数. - 

运用不同的方法求解下列积分 （1903 〜 1920). 


【酬 


I(7^T)^ cLr = I 
= J [ cT 1 T ) 5?+ ^ 


( J — l ) + l 
Cr-1) 100 


dr 


(x-1) 98 (x-l) 99 


+ (: 」 1 ) 100 ]心 


96(x-l) 96 97U 


—1 


98( d ) 


99(x-l) 


99 + C . 


【1904】 [-43 T . 

JC 1 

解 [_^_ =丄「一 

m J x 8 -l 2J (: 


dCr 2 ) 


Cr 2 ) 2 + 1 


) d ( x 2 ) 


i ln ?Tl 


arctan(j 2 ) +C 


【廳】 j 热 

解 1? + 3^ = 

【屬】鹿( 


I ' 

4. 


d(x 4 ) = 1 

( x 4 ) 2 +3~ 4 y 3 


arctan — + C. 






解 


x 2 +x 
x 6 + l 


dr 


If 

y . 


d ( x 3 ) 


(x 3 ) 2 + l 


+ 


If d(x 2 ) 

2J Cr 2 ) 3 + 1 


arctan ⑺ +{[^f 爲 

II 


3 J ( P ) 2 - P+l 


d (: r ? ) 


7 arctanCr3)+ 忐 

+ Cretan ^1+C 


273 


73 


【 1907 】 


x A -3 


J W+3P+2) 


dr. 


解设 


则 


dr 


dt. 


所以 


x 4 -3 


x(x s +3x A +2) 


dr 


% 


T -3 


T + 2 


(—含) 


dt 


_ r (3/ 4 — dp 上 

—J 2, 8 +3, 4 + l d 


11 ( 


f 4 +1 2/ 4 + l 


5 




ln(^ 4 + l)-41n(2r 4 + l)4-C 


ln ^_ A ln ^ + c 


X 


j: 


【 1908 】 


dr 
10 ) 


解 


X 


dr 


J (x 


10 


10 ) 


si 


d(x 5 ) 


yioyu 5 + yro) 2 
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§ 2 •有理函数的积分法 第三章不定积分 


【 1909 】 

解 

% 

【 1910 】 
解 [ 


1 rf (x 5 + /!o) - (x 5 - /To) 
200 J L (x 5 -/To)(x 5 + /iO) 


dCr 5 ) 


20 oI _? 


/TO 


_J _• 

+ /Io. 


d(x 5 ) 


1 f d(x 5 - /To) 1 f dCr 5 ) 
200J (:r 5 _ yjo )2 100J (a： 5 ) 2 -10 



d(x 5 + /IQ) 

(x 5 + /To ) 2 


200(x 5 - v/10) 200(x 5 + n/IO) 



x n dr 

x 8 +3a- 4 +2* 


x 1! dr 

x 8 + 3 i 4 + 2 


如 8 ㈣ 

Cr 4 +l)Cr 4 +2) 


诽 - 


3j 4 +2 1 u 

(:^ + 1)(: 4 +2)严 


il[ 1+ ? i n~z+2] d( - r4) 

+4 ,n ^ 4 + 1) — ln(^ 4 +2)+C. 

4 4 

x 9 dr 

(x ,0 + 2x 5 + 2) 2- 

x 9 dr = 1 f PdCr 5 ) 

Cr 10 +2a: 5 +2) 2 一 5 」 [Cr 5 + l) 2 + l] 2 

1 f U 5 + l)dCr s + l) 1 f dCr 5 + l) 

5J [Cr 5 + 1) 2 + 1] 2 5 」 [Cr 5 + 1) 2 + 1] 2 

_1_1 ( : r 5 + 1 

10(x IO + 2a: 5 +2) 5 )2[Cr 5 + l) 2 + l] 

— 105 — 




: r 5 +2 1 

10(x 10 +2x 5 +2) 10 a 


rctan(x 5 + 1) + C. 


*) 利用 1817 题的结果. 


119111 ⑥心 . 

解当 M = 0 时， 


+ 1 


\¥x = \ 


In |x | + C. 


当 n 关 0 时， 


f x 2 - 1 

J x n + l 


dr 


n \： 


x " + l 


d(x n ) 


VrK”) 


x n + l 


[x"-ln|^ + l|]+C. 


【 1912 】 


.3ir-I 


+ 1 ) 


dr. 


当 m = 0 时， 


• x 3 
. (户_ 


+ 1 ) 


dr 


11 ? 


In I a: | + C. 


当 n / 0 时， 


I (户 + 1) 2 
= 卜 2 W 

J (户 + 1) 


•^dr 1 f x 2n d(x n ) 


if 

n J 

I ' 

n . 


户 + 1 - 1 
Cr 2 " + 1) 2 


n\ 


d(x n ) 


Cr 2 ” + 1) 2 


d(j^) 1 f d(x") 


Cr") 2 + 1 


I' 

n • 


[Cr”） 2 + 1]: 


—arctanCx 71 ) — — 
n n 


2(户 + 1) 


arctan (: r ”） 
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•有理函数的积分法第三章•不定积分 


+ C 


h[ 


arctan (: r n )— 


+ 


*) 利用 1817 题的结果 . 


% 

【1913】 

% 


dr 

x ( x ]0 +2 Y 


dr 

x(x I0 +2) 


2 . 


^ 10 +2-^ 

x ( x l 0 +2) 


dr 


if (士 


x l0 +2 


K = 1 [士 


1 r d(x lQ + 2) 
20J x 10 + 2 


^\n\x\-^ Q \n(x l0 +2)+C 


1 I 一 J 1 " 

20 ， n ?^ T 2 


_ 

【1914】 

% 

解因为 


dr 

x ( x ,0 + l ) 2 - 


x(x ,0 + l) 


x l0 + l-x 10 
x(x l0 + \) 2 


x(x ,0 + l)~"(x ,0 + l) 2 

j 10 + 1 - j 10 x 9 

«rCr 10 + l) (x ,0 + l) 2 


x ,0 + l (*r 10 + l) 2 


所以 


dr 

x(x l0 + l) 2 


= I(i 


: r 10 + l 


(^ ,0 + l) 2 ) 


dr 




d(x 10 + l) 1 fd(x 10 + l) 


Cr 10 + 1) 2 


~io\ 


Cr 10 + 1) 2 


ln|x l_ To ln( ' r， ° + 1) + fo(^ + D +c 
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舍 ln 


x 10 + l 10(x 10 + l) 


+c. 


【 1915 】 


解 


l - x 7 

•r(l+i 7 ) 

= r^_9 


dr 


- 7 + l)-2x 7 
x(l-\-x 7 ) 


dr 


- 2 隐 


In I x |— —In I l-\-x 7 | + C. 


【 1916 】 

% 


5)(x 5 -5x + l) 


(x 4 -5 )(j 5 -5x+l) 

1_ f_d( j 5 — 5x) 

5J (x s -5x)(x 5 -5x-\-l) 


dr 




5x i 5 • + 1 


)d(x 3 -5x) 


5x) 

5 x 




5x+l) 
5x + l 


x(x 4 -5) 
jr 5 -5x+l 


+ C 


119171 


x 2 + l 
+ x 2 + l 


dr. 


因为 


+ i 


x 4 +x 2 + l (x 2 + l) 2 -x 2 

= _ x 2 + l _ 

(j* 2 — x + 1) (x 2 4-j* + 1) 


㈤ 


x+1 x 2 +x+l 


所以 


x 2 + l 
x 4 +x 2 + l 


dr 
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•有理函数的积分法 第三章不定积分 


If _ dr 

2 J 


+ 1 


II 


dr 

X 1 +x + 1 


If d ( J ~l) , If d ( X + l) 


Cretan ^arctan 

73 73 73 


2j+1 

"7 T 


[ 1918 ] [- 


+ x 3 +x 2 +x+l 


傾 _ : r 2 — 1_1 

m x A +x 2 +x 2 +x+\ 


( 1- 丟)心 

(: 2 + 去 )+(1 + 士 )+1 

d ( x + 7) 

卜 + 士 ) 2 + (工 + 士 hi 

+ + 士 + 1) 
[«)+ 音 ] 2 -! 


* ln 

* ln 


x+ x 


75 

-4 + c 


4+ i+f 

2x 2 + (l-y5)x + 2 

2x 2 + (l+>/5)x + 2 


+ C. 


[ 1919 ] 

^ JO 


— X 
^+1 ( 


解令: r 2 = h 则 
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4 72 


In 


X 4 -72x 2 + 1 
x* +72 x 2 + 1 



【1920】 


解 


: r 4 + 1 
^6 


1 


x 4 + l 




dr 


(x A -x z + l)-\-x 2 


+ 1 


dr 


x 


-x 2 + l 


Cr 2 + l)Cr 4 - ： r 2 + l) 




d(x 3 ) 


Cr 3 ) 2 + 1 




(x 3 ) 2 + l 


=arctaar + -r-arctaar 3 + C. 

o 

【1921】推导出计算下列积分的递推公式 

dr 


(or 2 +ftr+t) 

利用这个公式计算 

dr 


(a # 0 ) ， 


h= \u 


2 +x+l) 3# 


提示 :利用 恒等式 

4a(ar 2 +&r +c) = (2ar +6) 2 + (4ac —b 2 ). 

解由于 


. 有理函数的积分法 



章不定积分 


4a (ar~ +&r +c) = (2az +6) 2 + (iac —b 2 ) 


其中 

于是 


=/ 2 +△ 

2ax +6, A = 4ac — b 2 

_ •_dr_ _ 

{ ax 2 +&r + r) w 


(4fl) w dr 

[(2or+6) 2 +A] w 


^IcTT 




记 




当△关 0 时，对九应用分部积分法，得 


(r 2 +Ar + 2?l \ (/ 2 + a) 


( r 2 + A) n 






(/ 2 +A) 


^ +2 w I (?4 ^~ 2wA 


(/ 2 +A) 


(/ 2 +A) 


+ In] n — 2”AJw ， 


从而有 


所以 J "= 
代人 /,, 中，得 


2/zA (/ 2 +A) n 


2n — 1 丄 , 
In A J ”， 


2(n — 1)A (t 2 + A) 


2n — 3 1 r 
2^2 A J 


2 2w_l • a 1 


1 t _I 2w — 3 1 r 

2( n -\)^ ^ U 2 j t^ x 2 n -2 ^ J ^ X 

1 2ax+b 

2(n-\)^ 9 (ia)^(ar 2 -\-hr+c)^ 


i 2” 一 3 丄 2a f_dr_I 

2n-2 • A (4 。产 0 (ar 2 +6r ( 

_ 1 2ar +6 _I 2 打 一 3 2a , 

— (n-l)A • Ur 2 +&r+c*)n n-l • ~K 〆 

因此，递推公式为 
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1_ 2ax 4~ b _, 2n — 3 2a r 

(w-l)A (or 2 +&r+c • 广 1 十 n — 1 •: 


当^ 


0 时，则有 

= f (4 a) w 

J (2or+6) 2 ” 


dr 


% 


2 2 ^ 1 g fr ~ 1 

2n — l 


d(2ax +6) 

(2 or +6) 2 ” 

/O— L L\2fr-\ + C ， 


2n-l (2aT+br^ 1 ' 

对于 A , 因为 △ = 4or _ 6 2 = 3 关 0 , 两次应用递推公式得 

I = f 心 

i3 "J (x 2 +x+\y 

= _2x+ 1_, f dr 

一 2 • 3Cr 2 +o: + l) 2 卞 J (x 2 +x+\) 2 

— 2x-\- 1 _*_ 2 j: + 1 _. _2_ f dr 

= 6(a- 2 +x+l) 3(x 2 +x+l) TJ x 2 +x 


x 2 + x+l 


2^ + 1 


2x+l 


6(x 2 +x+l) 2 3(x 2 +x+l) 


II 


l ^ i ) 

十 {) 2 + 


2j + 1 

6Cr 2 +:r+l) 2 


2 j : + 1 

3(x 2 +x+l) 


H - ^arctan 

3>/3 


2j+1 

73 


+ C. 


【 1922 】运用代换 


jt ! 计 算积分 


dr 


(m 和 《 为自然数 ) 


U + a) m U + br ■…， 

麵这个代换求解 J 


设 f 


x±a 

oc + b ' 
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• 有理函数的积分法第三章：不; 



1- 


x + b 


b — a 

7+1 

b — a 

T^t 


，dr 


(,jc + a) = r(x + 6) 


b — a 」 

( T ^ d2 

(b — a)t 
'1-t 


代入 J 中得 


r n — 

J LL ~^ — & U ^ b ). 


4 r ^ w 

将 (1 一 t 产 2 展开，并逐项求积分,即可得 J 

-/r- r dj* r4-« A F Q 


在 j 


设 


Cr-2) 2 Cr + 3 ) 3 下 

t — i — 2 
’ —x + 3 ， 

dr 

Cr_2) 2 Cr 十 3) 3 


中， 


2,6 = 3, w = 2，n 


糾 (7 - 1 + 3- — 

盖(一 + _31nM + 3r — 香 ) +C 

▲(- 肖 4 赏 + 監 I- 


31n 


x-2 

•T + 3 


3Cr-2) (x - 2) 2 
Cr + 3) 2Cr + 3): 


) + C. 


【1923】若 h ( x ) 是 i 的”次多项式，计算 


提 示:利 用泰勒公式. 

解因为 h ( x ) 为 o •的 n 次多项式，故得 


p n << x ) = 2 




(x~a) 


其中 

所以 


P^Ca) = P f ,(a) 9 0\ 
f P n (x)dr 

J (x-a)^ 1 
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I 吉米多维奇数学分析 g 题全解 t 三麵 __ 

^ Pl k) (u)[ dr I 1 p(n)( J dr 

Cr-W+Z " (叫 ^ 

, y - P » l 

— ti (n-k)k\ 9 U-a)^ k 

+ ^rP^(a)ln I : r-a |+C 
n\ 

【1924】 设 RCr ) Cr 2 )， 其中 iT 为有理 函数. 则把函数 
RU ) 分解为有理分式具有哪些特点？ 

解 设 ( I ) = P(x) + H(x) ，其中 PCr ) 为多项式, f /(: r ) 
为真分式（当 /?• Cr ) 为多项式时， f / Cr ) = 0). 下面考虑 HCr ) 在 

复数域上的分解.记 HU) = 为多项式.设 

QiU ) 在复数域中的根为 a ,， 其相应重数记为〃 ,(/ = 1,2,…， 
显然•即 


Q \ ( x ) = “ oJ 3 (:r — a , )”， ， 

i -1 

由于 QiCr ) 为实多项式，若 a , •不为实数，则存在一个々參 /,1< 
k 使得 a * =5/ 且 n , =〜，那么 Qi (« r 2 ) 中的每一项 *r 2 — a , 可 
分解为 

x 2 — a, = (:r _ 6, ) (:r + 6 , ) ， 

m 

T 是 Qi ( x 2 ) = [(: r 一 6 /)”》(:r + /;, )〜， 

1=1 

从而 HU 2 ) 

Qi U ) 


又 

由于 


m "i 

2 S 

；—1 I. — 1 L. 


A * 


Cr + 6,)、 


1 + 




H ((— x ) 2 )= 22 

1=1 A=1 L 


(H . (-1/ A ， 


(x + 6, 穴 ’ ix-bi) 
H ( x 2 ) = H ((— x ) 2 ), 由分解式的唯一性可得 
A 、 = (- l ) A *. 


A ~ 

k 

■ 
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m W| 「 -1 

船' ) = PCr2)+ §§ A 、fer=^ 


(6,+ ar ^」. 


( b ,-\- x) k 


【1925】计算 


dr 


式中以为正整数. 


记多项式户 + 1 的根为 (u(A = 1,2,… ，2”）， 显然 


cos 


2 k -1 
In 


7r + /sin 


• • lk-\ 


In ^ 


其中 e. 
根，而 


为虚数单位.并且 


«2^-1均为户 + i 的 


I Ok I = 1 yal n =— 1 ， ak5k 

丄一 9 2 々一 1 

。走十 = ^cos ― o - 兀. 

Zn 


设 


1 + 


In . 

_ = V Ak 

r 2n 合 : r _ 办 ’ 

2 A k (l+x 2n ) 


Jr — at 


ai 应用洛必达法则求极限，可得 


lim 2 




JC — a k 


2nAiaJ 


2/r-l 


2nA 


x —at 


，2，“.，2 w ) 



第三章彳不定积分 


. 有理函数的积分法 



115 





吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 




1 2k-I 

1 — JTCOS ― 7： - 丌 

_ L 7 X 

2~~ 2々一 1 

— 2xcos - - - 丌 


In 


% 


dr 


n 


n 


S 


i + 户 

! 2k-1 

1 — XCOS — ^ - 7T 

_ Zn _ 

2 o _ 2k — 1 I ! 

• — ixcos — ^ -丌十 1 


dr 


2n 


n 




2k-\ 


1 

cos ~zr^ 


X 1 


lx- 2cos 

In _, 

~? 2 々 —1 , } ±r 

2 w . 




W rr 


sirf 

LTl • 


dr 


( 




2k-\ 

2n 


兀) 


2k-\ 


2?t 


丌 


fj [ 


cos 


2k-l , l 9 . 2k-l 


2/i 


-7r • ln(:r 2 — 2xcos 


2 71 


丌 +1 


42 


• 2k-l 


arctan 


2々一1 • 
X — COS — r - TC 

_ Zn 

• 2k~-\ 

sin — ^ — 丌 
Zn 


3 . 无理函数的积分法 


把被积函数化为有理函数，以求解下列积分 （ 1926 〜 1936) 


【1926】 


cLr 


1+ v/T 


解 设 A = /，则 x = t 2 ,dx = 2tdt . 所以 


dr 


1 4-7 x 


「 2tdt 

J IT7 


2 I ( 


! h ) d ， 


2[_t — ln( 1 + £) ]+ C 

2[yi-ln(l+V7)]+C. 
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• 无理函数的积分法第三章不定积分 


【 1927】 [ - ^ 3 厂 • 

解设 K N 则 :r = / 6 ，dr = 6t'dt. 所以 

_ dr _ _ r _ d/ 

. 丄 9 •厂丄 J /(1+2/ 3 + 


(1 + 2 /F + G ) 


/(l+2/ 3 +r 2 ) 


—_ dt _ 

_ J /(l+ ， )(2/ 2 -/ + l) 

= 6 I [7 ~ 404^) - 4(2^Vn ] d/ 

= 6[ln/-{ln(l-f/)-|| 

If 44 ) 

」卜丄 f + i 

V 4 / ^16. 


In/ — -fln( 1+0- 4ln(2/ 2 _ / + 1) 


▲ 


arctan 


4/-T 

"7 TJ 


【 1928 】 


X y /2 + J 

x + \/2 + X 


解设 v ^2 + x = / ，则 i P — 2 ， clr = 3/ 2 d /. 所以 


X V 2 +X 

Jr + 


(t 2 -2)t 3 

t z +t-2 


= 3 [卜 

= f'-f 2 + 3 l(7^WT7 




4(/-l) 


3 .. 


2 -4ln 


_1 + l ^ d ( t 2 


+ 2疒 

A.-ll 

4 2 dt 

t 2 +t + 2J 

dU 2 +t + 2) 




吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


27 

8 . 


( r + i) 2+ i 


音音 P — 音 In | t~\ |+^ln(i 2 +/ + 2) 


27 


arctan 


2/ + 1 

y? 


+c 


j(2 + x) 3 --|(2 + x)3 --|ln| vT+7 
f i?ln((2 + x)3 +(2+.x)3 +2) 


27 

\sH 


arctan 


2+x + l 

77 


【 1929 】 


>+T 

7 TT 


解设 


/，则 


ltdr = 6/ d /. 所以 




l - y/x + T 

l + ^JTT 


= 6 I 


r 5 ( l -/ 3 ) 

1+/ 2 


= 6j[- ， 6 +/ 4 + ， 3 -f 2 -/+l+^^]d/ 

= -|-r 7 +-|/ 5 +|r 4 -2r 3 -3/ 2 +6r + 3ln(l+^) 


6arctan/ + C 


一 4(:+l4+4(i+10+4Cr+l)* - 2Cr+l) 


3(j*+l)i +6(«r+l) + +3ln[l + Cr + l) 士 ] 


【19301 


- 6arctan Vx+ \ +C. 
dr 

j ( i + G) 3 /T 


解设 G 
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• 无理函数的积分法第三章不定积分 


f 4 ，dr = 4f 3 d / •所以 

dr _ = 4 「 他 

.dfz J (1 + /) 3 


(1+ 籽 ) 3 " 

4 1(1+^ -4 


IoT .) 


r+7 +2 n+^ +c 


i+^ (i+y^y 


+c. 


[1931] 

癱 


JT+ 1 — y/x— 1 

7+T+ y^r 


解法一.•设 


T+T 


，则 


+ 1 


，dr 


l ) 2 


J + 1 — vx 
JC + 1 + y/x 


§1^ = 1 


At. 所以 

展 - 1 


dr 


Ittt- t-(7^) d/ = - 4 I u-i)(tTTy dt 


I [-2(7^1) 


/ + ! 
/-I 


t2(/ + 1)t( ，+ 1) 2 (/ + 1) 3 

7TT + (Tm 7 + c, 


' d / 

■ 


y/x 1 — 1 I + yJ* 2 ~\ X ^°° 2 ~ 1 +C. 


法二 : 


TTT - 

TTT + 




y / x -\~ l — Vx — \ ) 
(: r+l)-Cr-l). 


dr 


(: r+/?^T) 心 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 



= \jo 2 >/^ 2 — 1 +4-ln| J-+ Vx 2 — 1 I + 


【1932】 


dr 


解设 


m 
3 + \ 


r ， 则 




dr 


(/ 3 -l) 


d /， 


所以 


_dr_ 

^( x + l ) 2 ( x - l ) 4 


— = fU 2 • 




= - 


.音 




【1933】 


xdx 

\a — x) 


(a>0) 


设 


a— x 


4 +l 


，dr 


4a/ 3 

(TT 7 T 2 


d /， 所以 


jrdr 

s/x^ia — x) 


Jt 


dr 


a — x 


— 4fl f o+?T 


- 4 a I [(7^ 


72/ + l)(/ 2 +72/4-1) 


t 2 -^2t + \ f 2 +72/ + l 


kzr ) 2 ^ 


a dt 

2j G 2 +1) 2 


a dt 

U ( r 2 + v ^ + l ) 2 
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§3 •无理函数的积分法 | 第三章 


m 





利用 1921 题的递推公式可得 

dt 

(/ 2 ->/2r + l) 2 

It -42 


2(t 2 -j2t + \) J / 2 -72/ + l 


dt 


2/-72 


2(t 2 -y/2t + \) 


+J 


d(r-f) 


2 t -42 


2(t 2 -y/2t + l) 


+ 72 arctan (72 ^ — 1 )-f C. 


dt 


G 2 + 7 ^ + l ) 


2^+72 


2 G 2 +y^ + i) J/ 2 +72^+1 


dt 


2^+72 


2 { t 2 + j 2 t + \) 

利用 1884 题的结果，有 

dt = / 2 +72/ + 1 

4 + 1 — 4 W % 2 - y ^ + l 


+ >/2arctan(y2 / + 1)+ C. 


I 


/o 

+ ^[arctan(72 / + 1)+arctan(72r — 1 )]， 


因此 


xdz 


^/x^ia — x) 


a_ 

"2 


2 / — >/2 


- 2( t 2 


-{- -/2aTctRn(j2t — 1 ) 


It 七 


2(r 2 +/2/ + l) 


+ >/2arctan(y2 / + 1) 1 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


ln + 1 — ^ arctan (72 / + 1 ) 


2 72 / 2 ->/2/ + 1 


72 


2 


arctan(y^ — 1) 


C 


a/ 3 + a 1 t 2 -\-y/2t + 1 

兩 T 7^ n t 2 - y /2 t-hl 


+ -^parctan(y2r + 1) + -^arctan(72 / — 1 )+C 
4 v2 4 v2 


其中 




dr 


[19341 , ^_ 

解当^ = 6 时，则 


—自然 数〉. 


cLr 


7(x-ar ] U-b)^ 1 


Ira 




x — a 


+c. 


当时，设 


-b 



则 


x = a + ^~^,dr 

r — 1 


n(a —b)r~ l 

(r -\) 2 


At 


x — a 


a — b 

r -\ 9 


所以 


dr 


y(x-a)^ l (x-b)^ 


(x — a) 2 


dr 


u — b. 


11935 ) 


dt= b^u t+C = b 
dr 


n n jx — b 
— a N x — a 


+ C. 


1 +-/r + y/l +:r 
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. 无理函数的积分法 第三章 I : 不定积分 


提示 :假设 


所以 


(^) 2 - 


E9B 


t 2 -i 

it 




(/ 2 -i) 2 」 t x -\ Aa 


l+z^+y^ + 


f = il ?oTD d/ 


If (t 2 + l)U-l) 


if ( 1_ + + 7 — 

l(/-ln/-j + 2?)+C, 

y/x+ 1 ) + 


— 2~ V-t(jC + 1 〉 + C. 

【1936】证 明:若 p + (/ = 知，其中々为整数，则积分 


— a)« (x — b)^ ]dr. 


(其中 /? 为有理函数且为 整数） 是初等函数. 
证 当 a = 6时， 

(jr — a)f(j ： — b)i = (jc — a) k . 

n 

则被积函数为 《 r 的有理函数.所以积分为初等函数. 
当 a 关6时，设 


心 = zf^p dy ， 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( 


x — a 


(a 一 b ) y / a — b 

^f^ X - b = —y 


所以 


彆 

R ( x 9 ( j : — a )^ (x — b )^ )cLr 

% 




厂 


__ 
(1 一 : y) 2 


再设 ^ = / ，则 : y = t\dy = nT r 」 d /， 故 

R(xj(x — a)^(x — b)^)dx 

因为被积函数为 / 的有理函数，从而积分为/的初等函数，因此也 
为 I 的初等函数. 

求解最简单二次无理式的积分 （ 1937 〜 1942). 


【1937】 




解 


1 + 0" + X 2 

x 2 + x-bl 
-/ 1 + X + X 2 




2^+1 

T+7T7 


dr 


dr *■ 

l+or + x 2 


17(^ + 1) + l d (- r + i ) 

-y|(i+x+x 2 r 2d(x 2 +x+i) 

ir d ( j+ l) 

2 V (- r + i) 2+ i 

2 工广 1 v / l+x + x 2 +-|-ln(a- + y + Vl+x-\-x [ 
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• 无理函数的积分法第三章纟不定积分 




2(l+ ： r) 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( 


I -3(-r + D 丄广 

2(l-x + 2 vV+i+l) 十 1 


一 In 


— X + 2 y/x 2 + J-+ 1 


+ C. 


总之， 


_dr_ 

(1+x) vV+i+1 




【1939】 


In 1—1 + 2 Vx 2 +X-\-l 

m 

__dr_ 

(1-jt) 2 J\-x^ 


解 


，则 


IT? 


i-t 2 

i+〆 


所以 


dr 

■ - ■ - — =：— 
• (1 — x) 2 y/\ — 


2t 2 r\ - t 2 / 


iJ (?" f 7) d/ = ^ + ^ +c 


2— x 
3(l-x) 


r^+c. 


【1940】 


+ 2x + 2 


解 Sv/x 2 +2x + 2 = r —«r , 则 

1 = ^^，心 = ^1^山 ，且 


所以 


V+2x + 2 


_ If U 2 -^2t + 2) 2 . 
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无理函数的积分法第三章不定积分 


rl [ 1 + 7 +I _ ( 7 W 


fKy \t +72| , 


+ ln|/ + l|+2(7TT) _ ^ ，n ^ +Cl 


y+ 2 x + 2 + In(a:+l + 


+ 2x + 2) 


y/2\n 


x + 2+v/2(x 2 +2x + 2) 


+ C. 


119411 


_>rdr 

(1+x) /1^7 


解设 


r+^ 


，则 


♦ dr 


d /， 且 


\-x 


sgn/ 



所以 


xdr 


(•T+l) \/l —X — 


l 7 f 


dr 


-1 


_dr_ 

(x+D yi-j- 


arcsin 


i-Kir 

>/5 


sgn(l + j)ln 


arcsin 


./ 2 j+1 \ 

in ( 75 ) 


3+jr + 2sgn(l+ j) J\— x- 

2(1+x) 

l -、 +ln 3+x + 2 J\-x- 


+ C, 


1+x 


+ C B 


(*) 与 1938 题类似地讨论 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


【1942】 


解 


• 1-x + x 2 

• y 1+ x—x 2 


l-j+x 2 

/1+x-j: 2 






d[ x 


arcsin 


一? i ^ l +c 


^ yi+x-x 2 +^arcsin^ 

4 8 75 


~( x ~i ) 2 


75 


利用公式 : J = Q^,(x )>； + aJ—, 


其中 v/o^+fer+tiVx) 为 n 次多项式为 /i_l 次 
多项式，而 A 为常数 . 

求解下列积分 （ 1943 〜 1950). 


【1943】 


1 + 2X-X 2 


■dr, 


解 


设’ 

_ 


I + 2x — x 2 


(Ar 2 +fir+C) yi+2x-^+A 

% 


dr_ 

\-\~2x — x 2 


两边对: r 求导数得 


l + 2x-x 2 


(2Ar + B) 71 + 2X-X 2 
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I (l-x)(Ar 2 +Br+C) , A 

Vl+ 2 x — x 2 \/1 + 2 x — x 2 

从而有 x 3 = (2Ar+B)(l+2^-x 2 ) 

+ (l-^)(Ar 2 +Br+C)+A 

比较两边的系数并解方程得 

A 1 p 5 x. 19 . A 
A=—?B=-?A = 4. 


因此 


l+2x-x 2 
2x 2 + 5x + 19 


_ 

l+2x-x 2 +4 


dr 

\ + 2x-r 


2x 2 +5x+19 


1 + 2j: — j: 2 + 4arcsin 


^ +c - 


【1944】 

% 


10 dr 


1 + 


解 


设 


(Ax 9 +Br 8 +Cr 7 +Dx 6 +Er 5 +Kr 4 +Gr 3 

I r r 2 I t I r^\ / ~~i T 、 i ' f dr 


+ Hr 2 + Lr +/O ( /1 + :r 2 ) + A 


1+ 工 : 


两边求导数得 


IT? 

(9Ar 8 +8fir 7 +7Cr 6 +6Dr 5 +5£r 4 +4Kr 3 + 3Gr 2 


+ 2Hx + /) yi+^ 2 + —^ — (Ar 9 +Br 8 +Cr 7 + 

vTT^ 

Dx 6 +Er 5 +Fx 4 +Gr 3 +Hr 2 + Lr +K)H ^ —— . 

/Tk? 

从而有 x 10 = (9Ar 8 + 8Rr 7 + 7Cr 6 + 6Dr 5 + 5Er 4 

+ 4Fx 3 +3Gr 2 +2Hr + /)(l+x 2 ) 

-:r( Ar 9 + fir 8 + Cr 7 + Dr 6 + £r 5 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


■■ 


+ Fr 4 -f Gr 3 + Hr 2 +Ir+K)+A. 

比较系数并解方程得 

A 1 m r\ n 9 rv 2 1 


f 0 ， B = 0 ， c= -f 0 ， D = 0 ， E = ff 0 ， F 


128 


,H = 0J 


63 


256 


— OtA 


J63 

256 - 


所以 


1 j 10 

/Tk?' 


= (^ 9_ ^ 7 + lk X ^ ^ j3+ § 6 ^) 


黑 lnCr+yTTT^+C. 

^00 


119451 [x 4 



解设 U 4 y^^dr 


J :」 


(a 2 -^ 2 ) 


vV- 1 2 


dr 


=(Ar 5 + Br 4 + Cr 3 + Dr 2 + Er + F) Va 2 — x 2 



从而有 ^(^-x 2 ) 

=(5Ar 4 + 4Br 3 + 3Cr 2 + 2Dr+E)(a 2 -x 2 ) 

- x(Ar 5 +Bx A +Cr 3 +Dr 2 +Er + F)+A. 
比较系数并解方程得 

A = |,B = 0,C=-g,D=0,E=-f^, 

F = 0’A = f^. 

所以 Jx 4 vV-Ydr 

= (i j 5 _ fi- r3_ ^ J ) v/a 2 _ - r 2 + f^ arcsin lTT +c 

11946] f j3 ~ 6x2 + 1 

J 1 /? +4x + 3 
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•无理函数的 积分法第三章不定积分 


-6x 2 + 11j ：-6 


x 2 +4 x + 3 


(Ar 2 +Br+C) /r 2 + 4:r + 3 +A 


_dr_ 

+ 4x + 3 


求导数，通分并比较两边的分子可得 

x 3 -6x 2 + llx-6 

= (2Ar + B)(^+4r + 3) + (Ar 2 +Br+0(x+2)+A. 

比较上式两边的系数，可得 

3A = 1 ， 

10A + 2B = 一 6, 

' 6A + 6B + C= 11, 

3B + 2C + A = 一 6, 


解之得 A 




， C= 37,A 


66 . 


所以 


6j 2 + 11j — 6 心 

r^+4x + 3 


— y j: + 37 j y?^f4r-f3 —66 
(yx 2 — + 37) yx z + 4x + 3 


dCr + 2) 
Cr + 2 ) 2 二 


66ln |：r + 2+ \/x 2 + 4x + 3 +C. 


【1947】 

_ 


dr 


解 设 


dr 


dt. 


我们这里只讨论 ^ > 0 的情形，对 
得相同的结论 . 


< 0 的情形类似地讨论可 


所以 , 


.dr 

x 3r /?n 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( 




l+t 2 


J y?Ti-jln I /+/r+? l+ln I f+vT+7 |+c 

y^i + i ln i±^±i + c. 


【1948】 - 


dr 

x 4 


解设1 =丄>0，则 


dr 




r 

1- 


，所以 


• dr 
• ? 

=—f -^=d. = f 

J /\^7 J JY^e 

= J,yr=?d,-J 7f ^d, 

= -yJ(l-/ 2 )^d(l-r 2 )+-|-J(l-/ 2 r 2d(l-/ 2 ) 
= -音 ( l -， 2 ) 音 +( 1 - P ) + +c 

l + 2x 2 ~r ■ r 

= ^^ V ^ T + C 


[1949] 


_ dx _ 

Cr—l) 3 yx 2 +3x+l 


设 z-l 


dr 


*dz. 


只考虑 r >0 的情形，则有 
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从而有 —t 1 = A(5/ 2 +5^ + 1) +B)(10^+ 5) +A. 


比较两边的系数得 
10 A =-1 ， 

•|a + b = o, 
a + |b+a = o, 


解之得 

因此 
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解设1+1 =十，则 


dr 


d /. 


只考虑/ > 0的情形 G < 0的情形可类似地讨论），则 


x 2 4- 2x 


1 — 


所以 


_ dr _ 

(x+l) 5 y/x 2 + 2x 


=- 


皆 . 


设 


-1^ 


(Ar 2 +B 2 +Q-\-D) 


T ^+ aJ 


”~:- 

1- 


从而有 一/ 4 = (3^\/ 2 +2 a + C )( l — Z 2 ) 

-t(At 3 +Bt 2 +Q + D)+X. 
比较两边的系数，并解方程得 


所以 


= —,£} = 0 ，C = 
4 

dr 

Cr+1) 5 y/x 2 + 2x 


,D = 0,A 


8 - 




3 x 2 +6 j + 5 
8Cr+l) 4 


y / x 2 +2 JC 


arcsin + c 


119511 在什么条件下积分 J 


X 2 +6i J + Ci 

ax 2 +&r +c* 


dr 是代数 


函数？ 

解 


当 a = 0 时，积分显然为代数函数，不妨设 a 尝0,设 
a x x 2 +61X + C1 , 


+ &T +C 


dr 


(Ar+B) 


+ &T +c + A 


dr 

ax 2 +bx+c 
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从而有 a x x 2 +6ijr + d 


. 无理函数的积分法 


第三章不定积分 


A(clc 2 +&r+r) + 4(Ar + B)(2ar +b) +A. 


比较两边的系数，并解方程得 


a i R 
la h 


ia/)\ — 3a\b 
4a 2 


、 _ 8a 2 c\ -h3aib 2 — 4a(a t c -h U?i) 

A= 8? • 

于是当 A = 0, 即 8a 2 c t +3a^ = 如 (¥ + 办 ） 时，积分为代数函数 • 


要求解 

% 


P(x) 

Q(x)y 


At, 其中 Vax 2 +bx+c, 应先分解有理函 


数 g 为最简分式 （1952 


I960). 


[19521 


_ xdr _ 

(x-1) 2 v/1+2 了 一 x 2 


解 


_ xdr _ 

(x-1) 2 V\ + 2x- 


\ - ^ 

J Cr 一 1) v/T 


+ 2x- 


二 + —— 
.2 (nr^- 


(x-1) 


dr _ 

/1 + 2 x — x 2 


设 X—I = — > 0, 


dr 


d /， 
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• 无理函数的积分法第三章不定积分 




■ ■ ■ ■ 


. _ d ^_ 

J yr+r 


• 2 / — 1 
arcsin — —- 

75 


d ( 


- 


r Fi) 


arcsin 7TlT^ +C3 


dr 


Cr 2 -1) 

= ~i ln 


x — 1 


3x + l —2 /r 
x + \ 


x — 1 


【1954】 


+ j arcsin x — - h C. 

2 75 I a--l I 

[ v^ 2 +- J + . 1 ( j r 
J Cr+1 ) 2 此 


什 r Vx 2 -\-x + it 
法一: J ~(^+ 1? ^ 


= [^± x ±\ 

J (x + 1) 2 


dr 

9 2 + x+l 


(■r+1) 2 — （ :r+l) + l 
Cr+1) 2 


dr 

x 2 +x+l 


-I 


(x+1) 


dr 

/x 2 +x+l 

dr_ 

/x 2 + x+\ 


dr 


(x + i ) 2 y^TT+T 


dr 

V + x+l 


广 

r 


j (- r + i ) 


ln(:r + 士 + V x 2 +-r + 1)+ Ci 
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由1938题的结果知 


dr 


Cr +1) 


+ x+l 


一 In 


—x+2 y j * 2 + x +1 


x +1 


+c 2 . 


对于 

翻 


dr 


(x + 1) 2 7 x 2 + x+l 


，设 《 r+l = +， 则 


dr 


jdt . 不妨设 / 〉0,则 / PT 7 +T 


e - t +\ 


所以 


dr 


(x + 1) 2 yPTT+T 




/ + 1 


1 f d(r 2 -^+l) 

2 J • / #2 — ^ 1 


[2 一丄 f __dL 

r 2J 


+ 1 


-r+l-4-ln 卜备 + W-/ + l +C 3 


^ ^ + 工 +1 _1 —>r + 2 V + j — 1 


• r +1 


i + l 


+Q 


+ X+1 


(x+1) 


dr 


ln ( J + l +vTOTT )_V^±l 


+ 丄 In 1-1 + 2 A 2 +.r+l 
2 x +1 


法二 :{ 


V + j +1 


(x+1) 2 


dr 


-Jv^+x+ld^) 


x +1 


I+f 

_ 


+ i) 


Cr + i ) v^TTTT 


x 2 +x + l 
x+l 


+J 


dr 

^ 2 +x + l 
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S 3. 无理函数的积分法第三章不定积分 



^/TTra-arcsin^i 


l + 2 x-y 


对于 

% 


+ 3 arcsin 


dr 


~ 7 f 




_ dr 

(1+x) 71+2X- 


(1+x) */1 + 2x — x 2 


令 1 + 


，则 


dr 


=—★&， 且 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


1 + 2 JT - X 2 


— 2/ 2 +4/-1 


(t>0) 


所以 


_ da ； _ 

(1+:) v / l +2 x - x 2 


=- 




dt _ 

2t 2 + 4/ - 1 

d[V2(/-l)] 


1 〜2(卜1)」 

^ - [72(r-l )] ： 


Tl 


arcsin ( V ^( r — 1)) + C 


± arcsin _^_ +c . 


d+x) yi+2x- 


x ±\ 


lx — 


+2arcsin f 



arcsin , , + C . 

l+J ： I 


【 1956 】 J“ 2 _ 


: rdr 


Cr 2 -3:r + 2) A 2 -4a+3 


解 


_ xdi _ 

Cr 2 -3*r + 2) 乂 r 2 -4:r + 3 

: \(^ _L_\ dr 

J U-2 了一 1 V: 2 _4«r + 3 


dr 


-I 


dr 


Cr —2) v/jt 2 —4r + 3 ^ Gr—1) 


dr 


-4r + 3 


对于设： — 2 


dr 


140 



. 无理函数的积分法第三章不定积分 


dr 


(x — 2) V x z — 4 j* + 3 


=- 


. dt 

yr+7 


=— 


arcsin( x ^—2 )+ Ci 


设 ： r- 


_ Ax _ 

(x—1) %/x 2 — 4 t + 3 


= - 




1 — 2 / 


^-4^ + 3 
j - — 1 


+ C 2 


因此 


dr 


(or 2 — 3 j + 2) y/x 2 —ix +3 


2arcsi 


n lT ^2 l 


f x l — 4j +~3 
x —1 


+ C. 


【1957】 


_dr_ 

(1+j 2 ) v 7 l-x 2 " 


设 i = sin/ (-!◊< 


dr = cos/d/, \/l — a* : 


cosr. 


• dt 
、 1 + sin: 


% 

• 2sin : 


dt _ _ 丄 d(V^tan/) 

^ + cos 2 1 ^ 1 + (72 tan/) 2 


=-7zarctan(>/2 tari/) + C = ▲arctan 

72 72 /FT? 

[1958] - dr / • 

(x 2 + l) 

解被积函数定义域为 l ： r|>l . 当 《 r>l 时，设 


+ C. 


(0<,< 号 ) 


x — seer 
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dr = sec ^ • tan / d /, y / x 2 — l = tan / 


所以 


_ dr 

Cr 2 + 1) y ? 




sec/d/ 

1 + sec 2 1 




cos/d/ f d(sin/) 


=j 菩 


cos 2 / + 1 


L_l n + sin/ 

>/2 72 — sin/ 


sin 2 / 


2 72 |72-s 


+c 


\/ jT 2 — 1 


+c 


U 2 n 


y / 2 x + — 1 , ^ 

j 2 x - y^i - 


当 > 1*<一1时，仍设1=紙/，并限制兀</<¥，可得到同样 


的结果，因此 


_ dr _ 

(• r 2 + 1) 


2 yl ln 




y^r 


【1959】 


_ dr _ 

(1-?) yr +7" 


解设 :r = tan / ，一寻 < / < 导 且/ •?• ，则 


所以 


dr = sec 2 /d /1 \/l +«r 2 = sect 9 
_dr_ = f sec/ 士 

‘ (l-j- 4 ) '/TTI 7 — 」 1 叫 an" 

_ f cos /d/ _ f 1 — sin 2 r J/ .. 

-J cos 2 1 — sin 2 / - J 1 - 2sin 2 r Sm 

If 1 —2sin 2 fj, • ，If d(siar) 

= tJ 口^ d(sm/) + 刳 口^ 

= | sin / + 4 ，ln +C 

2 4-/2 1 — 72 sin/ 
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11960][ 


/ FT ! 

x 2 + \ 


解 


: 2 + 1) J (x 2 + l) /PT2 
dr _ Ax _ 

In I x+/7T2\+\ - ^ 

J r >.2 4- i ^ . 


(x 2 + l) 


dr 


dr 

^ T 2 


Cr 2 + 1) v/V+2 


设 


>/2tan/ (— 号 <^< 号)，则 


所以 


dr = >/2sec 2 /d/, \/x 2 + 2 = >/2 sec/ 9 

f_dr_ __ f sect 

」 (x 2 + 1) /?T2 "" J l+2tan 2 / 


cost 

1 + sin 2 / 


arctan(sinZ) + C 


因此 


arctan 


+ 2 


2 + 


+ C 卜 


=ln| j*+ A 2 + 2| - arctan -^== + C. 

把二次三项式简化成范式•计算下列积分 （1961 〜 1963). 


【1961】 


' _ dr _ 

( x z + x+D 

_ dr_ 

(x 2 +x+l) ^x 2 +x-l 

^ [(- r+ i) 2 + i]V(- r+ i) 
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当 x + 时 ，设 





sect 


0</<f )， 则 


dr = ^sec/ • tan/ck ， 


(•r + + ) _ —|=ftan /， 

+ i) 2+ T = T (5sec2f ' 


所以 


? = T (5sec 2 r + 3) 
dr 


(x 2 +x+l) v/x 2 +x+l 


sectdt 
5sec 2 ^ + 3 


costdt 
5 + 3cos 2 / 


d(\/3sin/) 


73^ (y8) 2 -(>/3sin/) 


V 3 278 


In 空土 _ +C 

v8 — v3sin/ 


l ln 72(2^4-1) + y3(^ 2 +x-l) 

y/2(2x+l)-V3(x 2 ^x-l) • 

n/J n-t in 'n. 


当 I + +<—¥ 时，仍设 


•r + 士 = 卷 sec /， 


并限制 n<t< # ，可得同样的结果.因此 


【1962】 


_ dr _ 

+ .r+l)/?^TTT 

l ln 7^(2 了 +1)+/3(1 2 十 •!■-1) 

v/6 n 72(2x + l)- /3(x 2 十工一 1) • 

•_ x^dx _ 

• (4 — 2j- + o" 2 ) %/2 + 2x — x 2 
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解 


•无理函数的积分法 第三章 


_ ^dr _ 

(4-2x-fx 2 ) V2 + 2x-x 2 
• (: r-l) 2 +2Cr-l) + l 

[3 + Cr-l) 2 ] V3-(x-l) 2 



sin/ 


(-号 <，<号) 


所以 


dr — >/3cosrd/ , %/3 — (x — 1)? — 73cosr. 
f x 2 dr 


J (4-2jt + : 2 ) V2 + 2x-x 2 

= 3sin 2 / + 2y3sin/ + 1 , 

3(1 + sin 2 /) 

= J d , + 2^3| - {J r ^- ?/ 


273r d(c 

了 J 2 ^ 


d(cos/) 


2 f d(tan/) 


cos" / 3 J 1 + 2tan 2 


>/3 | n >/2 + cos/ 

3 72 >/2-co 纪 


^arctan(72 tan/) +(: 


arcsin ^-^ln f 巧十以 : 一 .g 
73 76 >/6 — \/2 4 - 2 x — a 2 


_ f arctan ^^ +( 

3 V2 + 2x-x 2 

I Cr+l)dr 

(x 2 +x + \) Vx 2 +x+l 
(j + l)cb- 

( x 2 + x + i ) yz +7 +T 


ctan 


+ C. 


【1963】 


解 


1 + 7 + 7 


[( 


工 + 4 


) 2 +!f 


dr 



而 


r d [(- r + l ) + 1] 

V 音) 2 +钉 


Vx 2 +x+\ 


+C, 


由1781题结果知 


I 


d ( J+ i) 


[(:+!) 2 吲 


•r + 士 


+ Q 


Vx 2 +X+\ 


2x+l 


3 vV+i + 1 


+ G, 


因此 


(x + l)dr 


(P+I+l) x/x 2 +X+l 


2x+l 


vx 2 x 3 vx 2 + x + 1 

2(x-l) 


+ C 


3 v/x 2 +x+l 


【1964】利用线性分式代换 *r = 计算积分 


dr 


(x 2 




+ 1) Vx 2 +x-\-l 


解 


设了 = ^^，则 

x 2 士 《 r+l 
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.无理函数的积分法第三章 


= (分 土沒 +l)r 2 + [2gg 土 （ a + j3)+2> + ( g 2 土 g + l) 

— ( 1+，) 2 • 

当 2# 士 ( a +/3) + 2 = 0 时，即可化成规范式，所以取 ^=_1 ， 


，即设 


t-1 

m ， 


j 2dt □ 

心 = 71丁^，且 


•r+l 


r 2 + 3 

(t+Yy 9 


y+x+l 


yi+3r 2 

t + 1 


U + l >0) 


于是 


dr 


( X 2 — 1 ) y / x 2 + X +\ 


/+! 

( ， 2 +3) 71+3〆 

_ td[ _ 

U 2 +3) 71 + 3/ 2 


+ 2 


(/ 2 +3) yi + 3/ 2 


对于积分 J* 


_ tdt _ 

(r 2 + 3> y i + 3t 2 


，设 


1 + 3 / 2 , 则 


dz 


3/d/ 


yrp^ 


• / 2 + 3 


+ 8 


所以 


_ td[ _ 

(r 3 +3) 71+3/ 2 


ck 

. 2 2 +8 




arctan 


z 


2 72 


+ C, 


A 

272 


arctan 


At 2 +i+l 
72(1-0-) 


+c x 


对于积分 J" 


(/ 2 +3) 7l+3r 


，设 


1 + 3t 2 


，则 


dt 

1 + 3t 2 


dz 

3 — z 2 


， Z 2 +3 


所以 


27 - 8z 2 
3(3-^)’ 

dz 


(r 2 +3) 71+3/ 2 


27 - 8z 2 
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476 


373 + 272^ 
373-272^ 


+ C 2 


4>/6 


In 


y3(x 2 +j+i)+y2(x+i> 
v /3 Cr 2 +* r + l ) -72( x + l ) 
dr 


+ C 2 


2 — x + 1) v?-Kr+T 



arctan 


vV+i + l 


2/6 


In 


[19651 


求解 J 


>/2( l - x ) 

y 3( o: 2 +x + l )+>/2( x + l ) 
v/3(a* 2 +x + l) -72(^ + l) 

dr 


解 

设 


x 


( x 2 +2) >/2 x 2 - 2 j + 5 
应用与 1964 题同样的方法. 

= 选择适当的 a 与/?,使两个二次三项式中的一 


次项同时消去.为此，将 


X 


代人 * r 2 +2及 2 P — +5中， 


令一次项的系数为零，得 a =- U (3 

2t-\ 


即设 


j: 


dr 


+ 1 


，则 


(r + 1) 2 


dt,x 2 +2 


3(2/ 2 + 1) 
U + l ) 2 



-2 x + 5 


不妨设〖+ 1>0,所以 


3 vV +1 

h + i I 1 


「 

dr 

J (: 2 +2) y 2 x 2 -2 x + 5 

1 

—- ■ ■ 


- 3」 

( 2 t 2 + v y ， 2 + i 

-If 

tdt 


3J (2, 2 +i) y?TT 


++_ 


d ， 


(2^ + D yt 2 + i 
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• 无理函数的积分法第三章不定积分 


对于 W 


_ tdt _ 

(2 r 2 + i ) y?n 


，设 


7 TT , 则 


dz 


tdt 


+ 1 


，2/ 2 + 1 = 2^-1, 


3. 


_ tdt _ 

(2 r 2 + l ) /FTl 


1 f dz 

3 J 2z 2 - 1 


1 , J2z— 1 - r 

^ ln yf ^ I +Cl 


1 |n v/2(2x 2 -2x + 5) + (x-2) , r 
672 n v/2(2o: 2 -2x + 5)-(j ： -2) 1 


对于 M 


y/FTl 


，设 


yPTT 


，则 


dt 




i + 
l 一 


(2^ + 1) yFTT 

7arctanz + C 2 


r dz 
J Y+7 2 


arctan 


1 +x 
2 -2x + 5 


+ C 2 


dr 


(x 2 +2) 


— 2x + 5 


6 72 


2(2x 2 -2o: + 5) + (x-2) 

2(21 2 -21 + 5)-(工一2) 


+ arctan ^ : + C . 

3 V 2 x 2 - 2x + 5 

利用欧拉代换， 

(1) 若 a 〉 0, \/or 2 +&T +C =士 + 


(2 ) 若 c 〉 0, -/ ar 2 +&r +c 


士 


(3) ya(x — jri)(jr — jr 2 ) = z(x —Xi). 


149 




析习题全解(三) 


求解下列积分 （1966 〜 1970). 

11966] - ,如 • 

J J + J X 1 +X+ 1 


解设 vV +1 +l 


Z — X 


： 2 -1 , 2(z 2 +z + l) J 

2z+l 9dx ~ (2z+l) 2 dz ， 


所以 


/x 2 +X+ 1 + J* = 

_ dx _ 

x + Vx 2 


1 z 2 +z+l J 


il 


z 


z 


+ i 2 ( 2 + i) 


dz 


+ 4 


Z + 


+ i 


+ c t 


2" n I 2z+l I 3 


+ 1 (2^+1) 


+ C 


( x + v / x 2 + x + l ) 4 


I 2(x+>/x 2 +x+l) + l I 3 


4 (x + 


+ x+l) + 2 


119671 [ —— , 心 

J i + yi-2x-j 

解设 v / l -2 n 2 =芯 
1 + y/1—2 jt — x 2 


-1, 则 


fjr 


2(z-l) 

^ + 1 


dr 


2(l 1 f2z-z 2 ) 

W + l ) 2 


dz ， 
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(z— l) 


|J{[(^-i) 2 -(^-i)' 4 ]+2[(z-i) + (z-ir 3 ] 
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习题全解(三） 


+ [1 — (z — 1) _2 ]+ 4(2— 1 ) _1 }dO — 1) 

去 [(z—i ) 3 + (z—1)- 3 ]+ 音 [(z— I ) 2 — (z-ir 2 ] 

+ "^"[( 之 一 1) + (之一 I) -1 ]-f--^-ln I z — 1 | + C. 


其中 


jc + \/ x 2 — 2j: + 2. 


【1969】 

% 


x — \/x 2 + 3 j + 2 
x+x/j- 2 +3x + 2 


设 VV 十 3:r + 2 = z{x+ 1) ^ 


7^ I ,dr = 

+ 3x + 2 = 


2z 


dz 


所以 


其中 


ar-/r 2 +3x + 2 

y ^ 2 +3 x + 2 


f 2z(2-z- 

J U 2 -z-2)U 


—z — z 2 ) 
-2 KZ 2 -!) 2 


dz 


18U+1) 2 3(z+l) 


dz 

■ 


3_16 1, 

A(z-l) 27(z-2) J dZ 

j^ ，n|z + 1|_ l8(lVlj 


6(z + l) 2 


【1970】 


+ jin I z—\ |— ^yln I z — 2 | + C. 

Vx 2 +3x + 2 
"^—• 

dr 

.[1 + Vx(,\ +x)] 2 


设 \/ 工 (1 +:r) = z + :r ， 则 

Z 2 」_ 22(1 — 2 ：)」 

: = I ^ >dr= ( T ^ d " 
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•无理函数的积分法第三章不定积分 


l + y ^ o + x ) 


所以 


1 — z — z 2 
l - 2 z * 


dr 

[1+ v^(l+ ： r)] 2 


>r zd -： 
，J (1-2- 


z 2 ) 2 


dz 


1 _ z _ g 2 + ( 2 z + i )-2 
( l - z - z 2 ) 2 


彳 dz_ 9 「 d(l — z —z 2 ) _ . f dz 

J 1-z-z 2 2 J (1-z-z 2 ) 2 4 J (1-z- 

,r d ( z+ i) , 2 




~( z+ j) 


—z — z 2 


2 z+l 


5(1 


^ + il 


+ 4 ) 

- Ki ) 




^ ln 7 T 


r +d 


4 ( 2 z + l ) 

5 ( l - z - z : 


其中 z = Vx ( l + x )- x . 

注 :倒数 第二步利用了 1921题的递推公式. 

运用不同的方法求解下列积分 (1971 〜 1979) 


[1971] 


dr 




解 



dr 


一 r y / zn + y ?^ 7 ! 丄- 

— J (工 2 +1)-(/-1严 

= 士 J Vx 2 -\-lx + + J Vx 2 — 


Idr 
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【 1972 】 


xdx 


In 


J+ n/x 2 + 1 
: T+ y/jc 2 — 1 


+c. 


( l - I 3 ) v /1- 


设」 \ 


l+x 


z 


X 


，则 


X 


-1 


z 2 +r 


dr 


4z 


(z 2 + l) 2 


dz. 


所以 


jdr 


(1-x 3 ) v/l-x 2 


J ： 


(1-x 2 )(1+x + j 2 ) 



1 +j 


1 — x 


r (^ 一 1 )( 之 2 

J 3z 4 +1 

il dz - i\ 


)(^ + 1 ) 


dz 


3z 4 +l 


dz 


d (^ z ) 
(>/3z) 4 + T 


由 1884 题结果有 


d (^ 3z ) = 丄 

(V^3z) 4 + 1 " 4 72 


In 


y^ + >^：+i 
73 ^- 712^+1 


+ farctan 
4 


yi 2 z 

— ^3 z 


xdx 


(1- x 3 ) v / l - x 2 



l±x 

l-x 


3 yi 2 


In 


73 


1+J* 丄 4 /To /l+I 


x 


V1 WT 


X 


+ 1 


73 


l±x 

1 —X 




1 +x 


1—^*1 


+1 
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J l+x+yr+T+T" 

=yi +J +^+|in - 2j + 1+2 - /1 +^+"- 

2 (24-X + 2 v/l+x + x 2 ) 2 

当: r < 0 时类似地讨论可得到同样的结果. 
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• 无理 函数的积分法第三章不定积分 


【 1975 】 


| /^ ( x ±^ dr . 

/r + \/ j + 1 

■ y^EIL 心 
yfjc + y/x + l 

_ f y/x(x- {- 1) ( y^T + 1 — \/j) 

(x+ 1) — X 


dr 


J[(x+ 1) Jx — X y/x + 1 ]心 
J [_x^- +x^ — (:r + I)* + (x + 1)^ ]cLr 

+ 音 / — 音 &+1)1 +|"Cr + l)i +C. 


【 1976 】 


解 


f (x 2 — l)dr 

J (: r 2 +l) vV+r 

_ jc 2 — \ 

(: 2 + i ) y^TT 

x 2 — l 

: H ,= f 

I ~^ -4 - 1 ~ J 


(x 2 + l ) 2 


x 2 -! 

Cr 2 +1) 


dr 




2^2 ■■ ■ ■ 


l 

VtJ 



d (ffe) 

rctan + C. 


注:其中^ 


(: r 2 + l) 2 


斤 叫為)可由 

^ = 1 1 § £ S isec2 ^ 


sin2r + Ci 


治 + g 提到 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


【 1977 】 


^ (> r 2 + l)dr 

cr 2 - 1) y?n 



_ ( x 2 + l)cLr 

( x 2 -l 










无理函数的积分法 


当X < 0时，设士 =_77,类似地讨论可得相同的结果. 



【1979】 


( x 2 + l)dr 
x / r 4 +: r 2 + l 


( x 2 + l)dr 

: vV+P + l 
f xdr 




dx 


+ 1 


II 


d ( j2+ p 


3 


I' 

2 . 


d ( 7 + j ) 

(? + i ) 2 + 


4 


, 1 2 +去+/?+ 1 2 + 1 

= 去 In - ^ —— ==== + C 

2 古+音 + V ^ 1 

_ 1 h x 2 (2 x 2 + l + 2 yx 4 +^ + l ) 
~ 2 0 2 + x 2 +2 Vx^+x 2 + l 

【1980】证明 积分： 


+ C. 


R ( j *» 


+ 6, \/cr + d)dr 


(其中 /? 为有理 函数〉 的求解，可归结为有理函数的 积分. 
证 当 a = r = 0时，积分显然为有理函数的积分. 


当 a / 0 ，c = 0,令 


，则 


— (/ 2 — 6 )*cLr = 一 tdty 
a a 


R ( x ， 


+ 6, y/cjc + d ) 


— byt^^t dt 


为有理函数的积分. 

当 = 0, c •关 0 时，有同样的结论. 

当 “ y 0， c *#0 时，设 \/ar +6 =, 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) _ 

贝 x = -- -,dr = — tdt 9 

a a 

\/cr + d = J — t '~ +d —— = Vc \ t z +d,. 

V a a 

其中 C \ = —,di = d ——. 所以 



R(xj vax + 6, \/cr + d)dr 

=J/?i (r W +di )d/. 

其中尺为有理函数，再设 

Vc\t 2 +di =±v/7T/ + 2 ： (z\ > 0), 

或 Veit 2 +di =/z 士 v/57 (di > 0), 

即尤拉变换，就可将被积函数化为有理函数. 

二项微分式的 积分： [^{ a + bx^ydjc 

鬌 

(其中和 p 为有理数）只能在以下三种情况下可化为有理函 
数的积分(切贝绍夫定 理）： 

第一种情况： 

令户 为整数，假定1 = r\ 其中/V为分数 m 和 n 的公 分母； 
第二种 情况： 

令 g 为整数，假定 a+Ar” = r v ，其中 N 为分数/>的 分母; 
第三种 情况： 

令 + P 为整数，运用代换 ox 一”+6 =，，其中 iV 为分数 
P 的分母. 

若;7 = 1，则这些情况等同于 如下： 

(1) />为整 数； （2) m 为 整数； （3) m + fi 为整数. 

求解下 列积分 （1981 〜 1989). 
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. 无理函数的积分法 


第 三章！ 不定积分 


[1981] 


x 3 + x 4 dr. 


解 


x 3 + x 4 = 


W + 1 


+ P 


这是二项微分式的第三种情况，设 


^.-1 + 1 = ^, 


T ? = 


dr 


2z 

(z 2 -\) 


dz 


口一 U 2 -l) 2 

代入并利用 1921 题的结果有， 


(不妨设 z >0) 




dz 


6(/-1) 3 


1 (^ 


: i (^ 


3( 之 2 -1) 


If _ dz 

3"J (z 2 - 


3 (^ _ 1) 3 12 (^ — l ) 2 8 (^ 




(x + j 2 ) 3 


1 + 2j 


+?■ 


+ —ln(-/r + y/l + JT) +C. 


【 1982 】 




(1+ v ^) 2 


dr. 


解 


( l + v ^) 


X2(l+X3)- 2 , 
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这里 /w 


， />= 一 2;/> 为整数，这是二项微分式的第 


二种情形 . 

设 x = z 6 , 

则 dr = 6z s dz, 


^= z \^= z ^ % 

代入并利用 1921 题的结果有 




( 1 +方) 


dr 


6 


(l + z 2 ) 2 


dz 


iJ[z 4 -2z 2 +3- 


4 


z 2 + l 


(z 2 + l) 2 ] 


dz 


z° — 4^ 3 + 18z — 24arctanz 


+6 [2(?^ + i arctan " 


■ 

+ 

■ 


他 U3r ^_ 21arctan(J i〉 +c . 


119831 I 


j*dr 


1 + 



解 


1 + 



x(l+X^)-2 , 


l，n 


爪 + 1 


，这是二项微分式的第二 


种情形 . 


设 1 +JT 3 = Z 2 ， 


(?-1)专， 


dr = 3z(z 2 — 1) 2 dz. 


所以 


jdr 


1 + 



i (^-DMz 
% 
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.无理函数的积分法 第三章不定积分 


【 1984 】 


解 


-g-z 5 — 2^ + 32 + C 

|(%/l + ^?) 5 -2(%/l + ^?) 3 +3 vT+^ + C. 
f X s dr 

-=^= = a : 5 ( l - x 2 r ^ 


这里 w = 5， t ? = 2 ，p 


m + l 


3,这是二项微分式的第二 


种情形. 

设 Vl — X 2 = 2：(不妨设 JT > 0) •贝 IJ 


— 2 2 ，dr =— 




所以 




dr 


=- 


J ( l - z 2 ) 2 dz 


+ 4 z 3 -4 z 5 +C 




■?) 


I ^ PV + c . 


[19851 J 


dr 

TT 7 


由 ^ 。 ㈣ H ， 这里— ，一音 


”2 + 1 


+ /> = 0,这是二项微分式的第三种情形 • 


设： r 3 + i 


代人得 


dz 


:(2 3 — 1) ^ ，dr = — 2^(z 3 一 1)—1 dz. 

^==-\ ^-rdz 
1+ x 3 J z 3 -l 

. 丄 f ■ 丸 + 丄 [ Z ~^—dz 
3 』 z-l 十 3J d+z+l 


1,-^1 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


— ^-ln i z 一 1 l+^lnCz 2 4*2 ： +1)— ^arctan 4 - C 

3 6 73 73 


其中 




1+1: 


73 


arctan 


2z+\ 

"7 T 


+ c . 


【 1986 】 


解 T 


dr 

TTx 1 


x °( i + x 4 r ^ 


十， 


0，w 


1 m + 1 
J 9 n 


+ P = 0 ,这是二项微分式的第三种 


情形 . 


设 or 一 4 +l=z 4 , 即 z 


yr = K ? 


•则 


所以 


= — ir+,dr =-z z (z A -ir^dz. 

dr f 之 2 」 

^ i d2 

= U 1) _ 4(z-l) _ 2(z 2 \\)] dz 


i ,n Si -i arctan " +c 


In i 


YiT^+\x 


IT^-lxl 


arctan 今王 Z + C . 

Jo 


【 1987 】 


dr 

x ynr ? - 


解 


x \/l + 


( l + x 6 ) 一士. 


m =— l 9 n = 6jp 


+ 1 


0 ,是二项微分式的第二种 


情形 • 
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• 无理函数的积分法 第三章不定积分 


设 1+X 6 = 之 6 ,则 


1 +x 6 = VV —1( 不妨设 z > 0,x > 0) , 


所以 


dr = zHz 6 
dr 

J 工 / Tk ? 


dz. 




dz 


J[ _ 6(^+U + 

1 — 之+ 1 

卞 6( y + z + l ) 


z + 1 

6(2^ — z + 1) 


6 ( 2 — 1 ) 


•d: 

■ 


Z—\ , 1 I z 2 — 2+1 


z + 


卜舂 In 


z 2 + z+\ 


A ( arctan 

273 V 


2z-l 

~ 7 T 


+ arctan 


2z+\\ 

73 • 


+ C 


-rln 


+ ul 


T+?-i 

TT^+i 


l 丨 l, yrv^+i 

i 12 ^TT^+yiT^+i 

[^ i + arctan ^2 Ei ± i | + 

73 73 


【 1988】 f 


arctan 


dr 


yiTZ-i 

ys 


+ arctan 


i+i 

x 


解 


(i + 


i+- 

X 


m = — 3，n 


= — 


up 


2 ,这是二项微分式的第二种 


情形 • 


设 1+ J ： - 1= Z 5, 则 


工 = ^，心=-5抑一1)-1 


所以 


dr 




— 5 z 3 (2) — 1 ) dz 
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+ P+C 


( 7 ^) 9+ !(^) 4+c - 


11989] 

解 v 


v /3 x — x 3 dr . 

饞 

3 x - x 3 =/(3-1 2 )+， 


2，户 


m +1 


+ />= 1，这是二项微分式的第三种 


情形. 


设 3« r _ 2 —l = z 3 ( 不妨设 《 r >0) .则 


dr 


3 n 3 


3>/3 
■ ■ ■ • 


? n . 


dzj 


2 ( / + 1 )厂 

代入并利用1892题及1881题的结果有 


3 j * — 


dz 


2 J ( z 3 + l ) 2 

I — dz + -f — — — 
+ 1) 2J (2 3 + 1) 2 

(z+1) 2 , 1 . 

1 - TT 十 T^ctan 

〆 一 2 : + 1 M 


I ( z 3 + l) d 

r [ i ln ^ 


+ 1 rctan 2^1] 

73 乃 」 


, 9 r z , j_i (g + 1 ) 2 

十 了 4(2： 3 + 1 )卞 9 {U z 2 -z+\ 


其中 


H - Cretan 

373 

3 z 

2(Z 3 + 1) 

- x 3 


73 J +c 

1 , ( z + l ) 2 73 ♦ 2 z-l 

fV-z+l 2 arCtan ^ 


【1990】在什么情况下积分 / IT ^ dr (其中 m 为有理数) 
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•三角函数的积分法 I 第三章不定积分 

是初等函数？ 

解 x /1 +尸 = X °( H - J * m )2 

由于/> = 故由切贝协夫定理知仅在下述两种情形下，此 

积分可化为有理函数的积分. 

(1) 丄为整数，即 m = -^ = =土 1，土 2, …). ' 

m k\ LR\ 

(2) 丄 + | 为整数，即丄 + j = 

m L mi 

m = 一 ' T (々2 = 0, 士 1，士 2,…） • 

ikz — 1 

因此，当 m f (々=士 1, 土 2,…）时，积分 J x/TT^dr 为初等 
函数 • 

§4. 三角函数的积分法 
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% 

(1 — 3cos2x + 3cos 2 2x — cos 3 2x)dr 


f —. in2j+ 音 


(1 — sin 2 2j ： )d(sin2j) 


-f* — T7sin2x + 4 - T- ： sin4x 

o lb lb o4 


jg sin2x + — sin 3 2 j* + C 


5*r 


16-T sin2x+ 64 Sm4j： + 3 2 了 + C . 


【 1993 】 cos 6 xdz. 

« 


解利用 1992 题的结果有 


cos •’ xdr 


Jsin r ’ ( 




( X _ f )-{ sin 2 ( X ~ f ) 




)+C, 


!f + b xn 2 x+ is sin32x+a 


【 1 994 】 sin : icos 1 xda. 



士 sin 2 2j*( 1 + cos2j-)dr 

O • 


U sin 2 2xdr + sin 2 2xcos2jdr 


^|(1 — cos4x)dr-f ^|sin 2 2xd(sin2x) 
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•三角函数的积分法第三章不定积分 


丄—丄 

16~64 


^ sin4j- + ^ sin 3 2 .r + C . 


【 1995 】 sin; •rcos^dr. 


解 


sin'jcos J j-dr = sin l x(l — sin 2 x) 2 d(siar) 


sinjr — |"sin 7 i + 


+ C 


【 1 996 】 sin xcos' xdir. 


解 


sin \rcos\rdr = ^Jsin2j-cLr 


訃 1 - 


cos 2 2j) 3 d(cos2x) 


-cos2x + -cos 3 2x-—cos 5 2^ + C 


[1997] [ ^^dr. 

.1 rn< r 


J COfJT 

解 f ^： dr=-f ^=^ d ( coar ) 

J cos 4 x J cos' J- 


= — 


1 (^ 


COS-J 


jd(cosj-) 


cos°x cosx 


+ C . 


【 1998】 f ^dr. 


解 


COS JT 

J si n" x 


dr 



d(siar) 


il c 0 s 3 xd ( i ) 


COS^J 

2sin 2 x 

cos 3 x 
2sin 2 x 


3^ f cos .rsiar 

2 J sin 2 :r 


dr 


J siar 


sin 2 j 


dr 
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cos 3 x 3 I x 

2^-T ,n tan T 


cosx + C. 


% 

【1999】 

孀 


dr 


解 


• ^ = -lii d(COtr) 


iar J 


siar 


cotr-^dr 

sin^x 


= — 


cosj __ f 1 — sin 2 
sin 2 T J sin 3 j 




cosj- 一 「 dr 
sin 2 x J sin 1 

cosj * , 1 i 

2^ + Y ln 


J sin J : 

[2000] J 


— h In tan — 
x L 


tan 


dr 

cosV ’ 


• dr 
cos 3 J 


taar 

COSJ 


\ — —d(taar) 
J cosx 


siar 

cos 2 j: 


一 Jtan 
: ~\ l 


taar ― 1 ^ dr 

COS X 


— cos^ 

COS 3 1 


dr 


+ In tan 


= 与_[冬 +ln ta /+f ， 

cos c x J cos j: — 2 ~ 

I^ = 2 ^ + i 4 an (f + f)| + C * 

【2001】 f ^ 4 . 

J sin jcos\t 


解 


dr 


dr 


J sin\rcos\r 




lx 


• m 

8 esc 2 2xd(cot2x) =— 8 (1 + cot 2 2jr)d(cot2i) 
• _ 
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8cot2x — — cot 3 2x + C. 


【2002】 


解 


dr 


sin 3 xcos r \r # 


dr 


x + cos ‘: r 


sin^cos^x 


dr 


x 




dr 


siarcos J x 
z x + cos 2 x 


• sin' 


dr 


■ sin 2 
si 

\fo 

-I 


iarcos° j: 


cLr + 


xcos^x 

sin 2 x + cos 2 x 




dr 


xcos°x 


-dr 
COS"X 

d(cosx) 


• sin 


cos \r 


+ 2f-r 

J SI 

+2 I^ +3 Iii 

+3 I 


cLr 


JTCOSJT 

dr 


4 cos 1 x cos 2 x 2sin 2 ^ 


siarcosx 

d(taiLr) 

tarir 




4cos 4 x cos 2 x 2sin 2 j- 


+ 3ln I taar | + C. 


【 2003 】 


dr 


siarcos* x* 


解 -T 


dr 


dr 


— = [ sin 2 j + cos:\r 
J siarcos'x J siarcos'-r 

J 

J cos\r J cos x J siar 


+ 


3cos'x coso* 


+ ln 


tan f + C. 


【 2004 】 [tan 5 xdr. 


解 


tan'xdr 


taru:(sec 2 j：— l) 2 dr 




sec 5 jtaardr — 2 


sec 2 jtaar dr + 


tanrcLr 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


sec 3 xd(seer) — 2 secrd(secr) 


-i 


d(cosx) 

cos^r 


sec 1 1 — sec 2 j — In I cosx | + Ci 


tan 1 j: — — tan 2 x — In | cosx | + C. 


【 2005 】 tan 6 xdr. 


解 


tan 6 ^dr = tanWcsc 2 j — l)cLr 


J tan*xcsc 2 xdr —j tan 2 x(csc 2 x— l)dr 
—|tan*xd(taar) +Jtan 2 jd(taar) + (csc 2 x — l)cLr 
— ^tan 5 x +jtan 3 :r — taar — x + C. 


[2006] 

cos°x 

解 _dr = 「 

COS 6 J J 


tan 1 jd( taar) 


— tan'x + C. 


【 2007 】 


dr 

sin 3 xcos J j- 


解 


dr 

sin 3 jcos'o* 


dr 


xcosrx 




[戶 •_Vdr + f- p =^—cLr 

J V COSX COS^r J frr^r . 


^sin 2 x 

siar 


V taard(taar) + | —==id(cotr) 

J \/cotr 


tan 3 x —2 V cotr + C. 
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【2008】 


dr 


COST 


解设/= 不妨只考虑 cosx 为正的情况.即0< 

l*r 1<|，则有 


dr 


3 t 2 

r 17 


COST 




代入并利用 1881 题的结果得 


心 = 3 r 山 
：osx -〆 


+ 2 \ i . , 3 f dt 


)山 + 音 j 


i+/ 3 






d ( /+ l ) 




ln 4^±llL + l rctan 2L^il 

t 2 -t + \ 73 ^ 」 


G + l) 2 (l + / + /?) 
( l -/) z (/ 2 一 / + 1 ) 




arctan 




(l + /) 3 (l-r 3 ) 
(1-/) 3 (1+/ 3 ) 


m 
2 . 


arctan + arctan 

73 


2t-r 

7s 」 


+ c. 


其中 t = Ij siar . 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ）I 


【2009】 


dr 


v taar 


则 


解 设 / = taar, 
x = arctanr 2 ， 


dr 


It 




1+f 

代人并利用 1884 题的结果有 

dr of dt 


2 


taar 


l+( 4 


In 


/ 2 +72/+l 


272 / 2 -72/+l 


+f 


arctan 2 £± y 2 + arctan 2.-72 


72 


72 


其中 


【2010】 


v taar. 
dx 


解 


则 


\/ taar 

设 \Xtaar = /， 
x = arctan / 3 ， 
3/ 2 


dr 


d /， 


1 +/' 

代人并利用 1881 题的结果有 

dr 


V taar 

J tdt 

= 3 

% 


1 +， 

o 


II 


d(t 2 ) 


l + (/ 2 ) 3 


+ ± arctan 


+ C 


, u 2 + i) 2 , 41 、 一 —it 1 — 

l ^llTp + 1 +yarctan — 


+c 


其中 / = 


+c. 
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[2011] 推导积分的递推 公式 : 


(1) J” = Jsin^cLr ? (.2) K n = cos”:dr (n 〉 2) 

并利用这些公式计算 j^in 6 :rdr 及 |cos 8 :rdr. 


(1) I n = sin”x dr 


% 

si 

_ 


- j\si 


sin” 1 xd(cosx) 


cosxsin^ 1 (n — 1) sin ,/_2 jxos 2 jrdr 


cosrsin 『 1 T+ (n— 1) l n ^ + (1 — n)I n ♦ 


所以 


cosj-sin rr l x a n — l 


n-2 


利用此公式得 


sin 6 j-cLr 


cos.rsin j , 5 r 


cosxsin J j 


5cosjsin\r 

24 


+ i x T /z 


cosjrsin x 5cosjsin"x 5cosjsiar 


k 


dr 


cosxsin'jr Sco&rsinV 5cosjsiar , 5 , ^ 

6 24 16 一 " 卞瓦了卞 • 


(2) K n = cos n xdjr = cos" ^cKsiar) 


所以 K n 


sirLrcos^ 1 ^ + (;z 


)JoxsH 


in ? xclr 


sinxcos^ a* + (w — 1 )X^-2 一 (w _ 1)K „ ， 
siarcos^ 1 ^ . n —l r . 


利用此公式并注意到 


K 0 


dz = x + Cf 


Ks 


cos 8 xdr 


siarcos x 


+ 8" K6 
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siarcos'x 』 7 • 一 5 ,7^5^ 

g ― + 48 S，arCOS 8- X "6 Kl 


siarcos 7 j- + ^gsiarcos 5 j-+ y^siarcos 3 ^ + -g- 


x4x4/ 5 


-5-si narcos 7 x + -^sirLrcos 5 x + -^ ： sirLrcos 3 t 
o 4o 19Z 

1 35 . ,35 , ^ 

+ l28 s,arco ^ + l28^ + C 


【 2012 】推导积分的递推 公式 : 


(1) h 




(2) K n 


dr 


COS 


n 


(n>2) 


并利用这些公式计算 { 表 衬基. 


解 


⑴ W 态十 


sin 2 x + cos 2 j 


clr 


sm 


u 一占 J cosxd (— 


J _COSJ_ 1 _T 

，r * 2 _ (7/-l)sin^x 一 口 y 


cosx 


n-1 


(w — 1 )sin 〃 x x n 
=J = In j tan f + C ， 


所以 


J 奢 


co&r 丨 3 r 

㈤ "* T /3 


—一 tan 4 


Ssin^x 


(2) K n 


dr 

cos 71 ^ 


: r 十 cos -j 
cos^x 


dr 


K - 2+ ^ iI siard (^ 
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K^ 2 + 7 ~~- 

(n — Dcos^ 1 j- n — 1 


K ： 


所以 K 7 


_ suit _ n — 2 

(n — 1) cos ,r ~ 1 x n—l 

I^fc = ln l tan (f + 


K rr - 2 , 


dr 

cos / X 


In tan(f + 号） +C' 

siar , 5 ^ 

= 6^ + "6 K5 


siar , 5siar , Z_ K 
6cos 6 x 24008 4 ^^ 6 4 J 


_ siar 5siar 十 5sirLr 

6cos 6 x 240^1 16cos 2 x 

+ ^ln|tan(| + |)j + C. 

利用下列 公式： 

(1) sinasin/? = y [cos(a —/?) — cos(a +/3) Js 

(2) cosacos/3 = — [cos(a + cos(a+/?)]; 

(3) sinacos/3 = y[sin(a —/?) + sin(a +/?)]. 

来求解下列积分 (2013 〜 2018). 

【 2013 】 fsin5.rcosxcLr. 


解 


sinSa-cosa-dr = 去 [sin4 j + si n6‘r] dr 


= — g cos4 j- — — cos6j: + C 
[2014] cosacos2xcos3xcLr. 


解 


cosrcos2xcos3xdr 


cos2j[cos2x + cos4r JcLr 


i nn 



(1 + cos4 x) dr + 士 J(cos6:r + cos2j-)cLr 
jx + -^sin4x + ^sin6x + jsin2:r + C. 


【 2015 】 sirursin -^sin -^-dr. 


解 


siarsin ysin f 心 


if ( 


COS y — cos 


3x\ . 

T ) sin 


dr 


I cos f sin -ydr — cos 夸 sin -ydr 


H sin f ^ 




+ 4「 sin 知 — 

4 6 4 


sin ㈤ 


4cos4 


3 5x 3 7x , 3 llx , ^ 
_ cos _-._ cos _ + _ cos _ +c 


【 2016 】 sirLrsinCj* + a)sin(x + 6)cLr. 


siarsinC.r + a) sin(x + 6)dr 


士 JsiarLcos(fl — b) — cos(2x + a + 6)]cLr 

1 r • i r 

— cos(a — b) siardr —J sirLrcos(2x + a +6)dr 

— ^-cosxcosCa — b) + J sin( j* + a + 6) dr 
— ~Jsin(3x + cz +6)dr 


•一 cosxcos(a — b) - j-cosCx + a + 6) 

L 4 


+ y^cos(3:r+ a +6) +C. 
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【 2017 】 cos 2 or cos 2 bxdoo. 


cos 2 or cos 2 &r dr = J ( cosax cos&r) 2 dr 
=jJ[cos(a —6):r-hcos(fl-h6):r] 2 dr 

=[cos 2 (a — b)x + 2cos(a — b)x • cos(a + b)x 
+ cos 2 (a + fe)j：]dr 

=-~J[2 + cos2(a — 6)j + cos2(a + 6).r]dr 
+ J (cos2&r + cos2ar) dr 


J* + 


sin2(a —A)j- , sin2(a + b)x 


16(a-b) 


16(a+b) 


sin2ftr 

8b 


sin2ar 

8a 


+ C. 


% 

【 2018 】 sin 1 2x • cos : ， 3xda\ 

t 

解 因为 sin { 2xcos 2 3x 
=si n2 ^ (sin2xcos3j) 2 


sin2^(sin5x — siar) 


s\n2x 


_ 1_ + 


1 •产 •- 

coslOa* —— cos2 j* — 2sin5xsiar 


sin2j — — sin2a:cosl0a- — ~sin2xcos2x 
o o 


sin2-r(cos4.r — cos6x) 


sin2j — — (sinl2x — sin8x) — 

JLb 


fe s 


in4j 


(sin6x — sin2j 


)+ i 


(sin&r — sin4x) 
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吉米多维奇数学分析习题全 解 ( 


所以 


= -|* sin2a* — ^ sin4x —^ sin6x + ^ sin8x — sinl2x 
o lb o lb lb 

sin s 2xcos 2 3xcLr 


~T6 COs2x + 64 COs4j： + 48 COs6j 


— + — cosl2x + C. 

运用恒 等式： 

sin(a — ^) = sin[(x + a) — (x + ^)] 
及 cos(a-p) = cas[(jr + a) — (jc+^)]. 

求解下列积分 (2019 〜 2024). 

【2019 】 n : .... 

sin(:r + u)sm( j 十 ft) 


I 

解 -T 

SI 


dr 


sm(j- + “ ） sin(j +/，） 

1 「 sinr (x + a) 


sin (“ 


sin(a 


1_f sm 

t —6)J si 

h=ir)\[fv. 


ix + b) 


dr 


sin(:r + a)sin(x+ 6) 

cos(x + 6) _ cos(j + a) 
sin(x + /;) s\n(x + a) 


麵 

dr 

■ 


1 I sin(j + fe) 
s\n(a — b) U s\n(j ： + a) ’ 


其中 sin(a — 6)9^0. 

若 sin(a — 6) = 0, 
HP a — b = hr 


，土 1 ，士 2,…）， 


dr 


sin(x + a)sin(j- + b) 


(-1)^ 


dr 


s\n 2 (x-\-a) 


-l)^cot(x + a)+C 


_ 

【2020】 

% 


_dr_ 

sin(x + a)cos(x + 6) 


解设 cosU — 6)#0 ,则 

_dr_ 

• sin(x + a) cos (: r + 6) 
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cos(a 


1_ cot 

i — b)j si 


cos[(x + q) — (j+6) 
sin(x + a) cos(x + b) 


dr 


cos(a - 


cos( J + a) 
sin(x + a) 


sin(x + 6) 
cos(x + b) 


dr 


sin(j + a 


o +c 


cos(a — 6) I cos(x + b) | 

若 cos (a —b)=0 与前题类似地讨论 . 

【 2021】 f - - - 

J cos(j + a)cos(*r + /，)• 

解设 sin(a— 6)/0 ， 

\ -^_ 

J cos( j: + a)cos(x + b) 


_ fsi 

sin(a —b)J c 


sin [(: r + a) — (x + b) 
cos(x + a)cos(x + 6) 


dr 


\n(a — 6)l[cc 


sin(j + a) 
cos(x + a) 


sin(:r + 6) 
cos(x +A) 


dr 


若 sin(a — 6) = 0, 即 a — 6 = kn(k = 0, 士 1 ，士 2,…) 


【 2022 】 -t 

Si 


cos(x + a)cos(x + 6) 
I f dr 


(— l) k tan( j + a) + C. 


sinr — s\na 


dr 

sirrr — s\na 


2 cos 


dr_ 


/ J + g x — a \ 

1 [ C0S \~2 2 ~ 

cosaJ 0 x + a - x — a 
Zcos —-— sin —-— 


x 十 a 


x — a 


J + a 


cos^z 


cos ―-— cos - h sin —-— sin 


2cos 工 t fl sin x - - a 


x — a 
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【 2024 】 taartanCa* + a)dr. 
% 


解 j taartan(x + a)dr 

_ f siarsin (: r + fl ) 心 
J cosj ： cos(j ： + a) 

= ("cosxcos(j + fl) + siarsin(j + fl) — cosxcos(j + fl ) 心 
J cosxcos(x + a) 
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cosa — cosxcos(x + a) 
cosxcos(x + a) 
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cosaj 


dr 

cosxcos (: r + a) 


— x+ cot <2 • In 


cos( j + a) 


(sina ^ 0) 


形如 K(SilLT ， C OSX)cLc 的积分 (U 为有理函数），在一般情况 


下，可用代换 tan 


f 将其化为有理函数的积分 . 


(1) 若等式 

R(—sinx , co&x) =—R(sinx,co&x) 
或 K(siar, — cosx) =—i?(siar,cosjt) 

成立，则 最好运用代换 ca&r = t 或相应的 sinx 

( 2 ) 若等式 

jR(— siiur, — casx) = R(siiur,cosjr) 
成立，则 最好运用代换 taiu: = t. 

求解下列积分 (2025 〜 2040). 

120251 I 2siar -^o&r + 5* 


【 2025 】 


解 设 £ = tan 


dr 


所以 


一 2/ 

_ 1+〆 

2d/ 

\+r 

dr 


l-t 2 

T+? f 


2siar — cost + 5 


^arctan(^) 


=j^4 +2 


+c 


【 2026 】 

% 


3 tan + 1 n 
tctan ^ +C. 

_dr_ 

(2 + cosx)sirLr' 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


设 


tan 


sior 


2t 

TT?， cos " 


i-t 2 

i+/ 2 


，clr 


2d/ 

1+t 2 


所以 


_dLr_ 

(2 + cosx)siar 




\+t 2 

/(3 + / 2 ) 


= M + 


It 

3(3 + / 2 ) 


d/ 

■ 


In I K3 + / 2 ) | + C, 


|ln tan y (2 +sec 2 y) +Ci 
1 sinf 

\ ln -77(l+2cos 2 |) + Cl 


1 — co&r 
2 

1 + COST 


■j(cosj + 2) -f-C, 


(1 — cosx)( cosj: + 2) 


(1 + COST )、 


+ C. 


【 2027 】 


*_si 

• siar - 


s\n L x 


+ 2cosx 


dr. 


解设 tan 


，则 


sinx 


IT ?， 


cosx 


1-t 2 

1+t 2 


，dr 


2dt 

1+t 2 ' 


所以 


siar + 2 cost 


(l+t 2 ) 2 (l+t-t 2 ) 






-2 + r 

(1+t 2 ) 2 

8 f __d^_ 

5"J (1 +， 


1 +/ 




1+/ 2 5 J ( 1 + 之 2 ) 2 


2 r doi+_i) 
5 J (l+t 2 ) 2 
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4 

"5. 


+-音) 
—( 卜音 


而由1817题的结果有 

. d/ = 
( 1+/ 2 ) 2 一 


arctan / + 2(7+7) + Cl 


sin\r 


siar + 2cosx 


dr 


iarctan/-! 


[{arctam + 2aT?)> 


l+t 2 


y/5-1 

丄 1 2 

575 n 75 + 1 


+ / 


+ C 2 


75-1 


2 1 + 2/ • 4 ■一 2 … 

5l+7 + ?7l ,n 7fTr~ +C2 


l +2 tan 


sec 2 


皆 S 3 - 


= — ^(cmr + 2sinr)+—^zln tariff 

5 575 V 2 


arctan 2 


)+c 


_ 

【2028】 


dr_ 

€ COJU •’ 


(1) 0<£<1；(2) €>1. 
解设/ = tan 丢 


所以 


It 

s,ar = IT 

dr 

1 - \~ecosx 


cosx 


IT? 

dt 


，dr 


2dt 

l+t 2 


( l + e ) + ( l - e )/ 2 
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■ - - - 


(1) 当 0<£<1 时 , 


/ 


dt 



1 + 


kzi, 
1 + 


e 


^arctan(r/i^)+C 


VI-e 2 


arctan 


VI-t 
(2 ) 当 e > 1 时 , 


(vrri tan f ) +c 


i 


dt 


(罔) 


v/V — l 


In 


Ve 


+ 1 


V^I 


+ c 


vV-l 


In 


V€+ 1 +/ V€ — 


ve+ \ — t ve — 


+ C 


In 


Ve 2 -1 


e+1+2/ Ve 2 -\ + U-\)t 2 

(e + l)-(e-l)r 2 


+ C 


In 


v4 2 -l 


6(l+r 2 ) + (l-/ 2 )+2 / / € 2 -l 


e(l-r 2 ) + (l + / 2 ) 


+ C 


v/e^ 


■In 


e + 


1-t 2 , It 

YT? TTt 2 


Ve 2 


l+e 


\-t 2 

l+t 2 


+ C 


In 


-1 


g + cost + v e 2 — 1 siar 
1 + ecosx 


【 2029 】 


X 


1 + sin z x 


解 


x 


1 + sirr：r 


dx = \( 1 ~si^) dx 
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-I 


d(taar) 
sec 2 a- +tan 2 j 


_ f d(taar) 

J l+2tan 2 :r 



arctan(>/2tarLr) +C. 


120301 J- 

解 


_dr_ 

2 sin 2 x + 6 2 cos 2 jt. 


_dx_ 

a 2 sin 2 x + b 2 cos 2 ^ 




a 2 tan 2 x + 6 2 cos 2 x 


dr 


k 


d(taar) 
l + (ftaar) 


^arctan^ 


aXanx 

~b~ 


)+C. 


(ab 7^ 0) 


12031] j 


】 f_cos 2 xcLr_ 

J (a 2 sin 2 *r+ 6 2 cos 2 :r) 2 . 

利用 1921 题的结果可得 

._cos 2 xdr_ _ J 

(a 2 sin 2 x + 6 2 cos 2 x)' c 


1^ f d(fltarLr) 
a) (a 2 \an 2 x + b 2 ) 2 




【 2032 】 


siarcosx 


siar + cosx 


解 


. r -^rsin2x 

siarcosjr ^ = L _^ 

J Siar + ■ =J 72 sin(x + f) 


— |-cos2^x + -^-j 

y2sin(x + -|) 


dr 


•/2sin^x + f) 


dr 




dr 
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72 


cos 


(工 + f )— 士 1 n 


2>/2 


tan(f + 吾 )I + C. 


) 


【 2033 】 


解 


dr 


(asiar+ 6cosx) 


dr 


dr 


(asirrr + 6 cosj) 


(ataar + 6) : • cos^ 


a • 


• cKataar + 6) 
(atanr + 6) 2 


a ataar + b 


r+C 


cosx 


“ （ asinr+ 6cosx) 


【 2034 】 


解 


siardr 


sin 3 x + cos 3 / 


si nr 


sin 3 x + cos 3 x 


dr 


taar 


1 + tan 3 j 


d(tarir) 


k 


taar + 1 


1 — taar 丄 tan 2 j 1 + taar 


ii ^ 


— taar + tan: 


taar + tan 2 x 




)d(taar) 


d( taar 


2) 


(taar-{) +| 


si 


d(tanr) 
1 + taar 


【 2035 】 


解 


—ln(l — taar + tan 2 x) — —In | 1 + taar | 
b o 

：1 ♦ 2taar — 1 , ^ 

十 —arctan - — - hC. 

73 . 73 


dr 


sin 4 x + cos 4 -r # 


dr 


sin 4 x + cos 4 x 


dr 


1 — cos2 j 


)+( 


1 + cos2 j 
2 
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[ 2cLr = f d(tan2>r) 

J 2 — sin 2 2a: J 2sec 2 2x — tan 2 2x 

「 d(tan2:r) — 1 / tan2j \ 

J 2 + tan 2 2x = 7t arCtan l 72 ) +C . 


. 

【 2036 】 


sin 2 jcos 2 j 
sink + cos 8 1 


dr. 


解 


Sin^JTCQSX 

sin 8 x + cos 8 ^ 


dr 


. 

.sin 1 


2x-8sin 2 2a' + 8 


_tan L> 2xd(tan2x)_ 

.tan 1 2x — 8tan 2 2xsec 2 2«r + 8sec 1 2x 


tan 2 2j ： d(tan2x) 
tan 4 2x + 8tan 2 2x +8 


^(2+>/2)| 


d(tan2x) 
tan 2 2x4-4 + 272 




d(tan2j：) 

tan 2 2x + 4-2v^ 


2 +>/2arctan 


2 — \/2arctan 


tan2x 

A + 2>/2 

tan2j- 
4-2/2 - 


【 2037 】 


sirr j — cos“:r 
sin* j + cos 1 j 


rsin^-cos^^ 
J sin\r + cos\r 


' cos2x 

:-- 

,1 . 


dr 


1 - 士 


2x 




2cos2x 


2cos2x 


72 — sin2 j \/2 + sin2x 


)dr 


1 I 72 —sin2x , n 

~P ,n T 1 - rC. 

2 72 72 + sin2x 


f siarcosj j 

J l+sin’.:r • 


【 2038 】 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


解 I 


siorcosx , tan 


taarsec 2 xcLr 


sin\r 


x + tan 1 了 


k 


d(tarr’x) 


2 J 2tan , x + 2tan 2 x+ 1 


arctand + 2tan\r) +C. 


【 2039 】 


cos\r 


解 


dr 


.(si 


dr 


sin 6 j + cos°x J (sin 2 j) 3 + (cos 2 :r ) 、 


_dr_ 

(sin L ， j* + cos L ， x)(sin* j — sin 2 xcos 2 T + cos 1 ^) 




dr 


3sin : ^cos 2 x 




dr 


s\n 2 Zx 


2d(tan2x) 


2d(tan2x) 

4sec 2 2 j — 3tan 2 2x J 4 + tan 4 2x 

an2x 


=i 


arctan( j+C. 


【 2040 】 


解 


dr 


(sin 2 j + 2cos 2 j*) 2 


dr 


(sin 2 x + 2cos 2 o:) 2 


I 


sec 1 xdx 
(tan L> x + 2) 2 


i 


x+1 


(tan 2 x + 2) 2 


d(tanr) 


= f d(tanx) _ f_1_ 

J tan 2 j + 2 J (tan 2 ^ + 2) 2 


d(taar) 



arctan 


taar 


J2 4(tan 2 x + 2) 4^2 


arctan ta^ + C 


n 


arctan 


taar 


taor 


472 

【 2041 】求解积分 


J2 4(tan 2 :r + 2) 


dr 


a siar + bcosj ： 


先把分母化为对数形状 , 
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• 三角函数的积分法 第三章不定积分 


解 asiru. + 6cosx = Va 2 +b~ sin( j: + p ) ， 


其中 coscp 




smp 




， a 2 +6 2 ^ 0 , 


所以 


dr 

a siar + bcosj ： 


▲ 

— 

【 2042 】证明 


In tan 


1 f dr 
y a 2 +6 2 」 ^n(x + cp) 

( 宁） +c. 


“ 卜 sirir+ /)iCOs>r 
asiar + ^cosx 


dr 


=Ar + Bln I asiar + bcosjr | + C. 

其中 A 、 B 、 C 为 常数 . 

提示:设 

aisiru，+ 6iCOsx 

= A(asiar + bcosx) + BCacosx — 6siar) 
其中 A 、 B 为常数 . 

证 aisinr-h bicosx 

= ACasiar + bcosx) + B(acosx — bsinx) 


其中 


aa\ + bb 
a 2 +b 2 




a\b 


a 2 +b 2 


,a 2 +b 2 ^0, 


所以 


u \siar + 6i cosx^ 
asiar + bcosx 


= A[dr + 4 fla ^: A 6siar dr 

a siar + 6cos^ 

=Ar + Bln I asiar + 6cosx | + C. 
求解下列积分 (2043 〜 2045). 


[2043] 

sir 

siar - 
• sirir 4 


sirir — cosx 


siar + 2 cosx 


dr. 


siar — cosx 


sirir + 2 cosx 


dr 


解 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


— ^(sinr + 2cosx) — (cosx — 2siar) 


dr 


sirir + 2cos^ 

3 f d(siaz + 2cosx) 
J sirir + 2cos^r 


x — -In I sirLr + 2cosx | + C. 


dr 


[2043. 1] 


解 


sm^r 


sirir — 3cosx 


SUIT 


siirr — 3 cosx 


dr 


10 


(siar — 3cosx) 


+ 吞 (C05 


osx + 3siar) 


siar — 3cosj: 

d(siar — 3 cosj-) 
sior — 3cos^r 


dr 


I 忐心 + 吾1 

I sirtr — 3cosx | + C. 


【 2044 】 

_ 


dr 


3 + 5taar # 


解 


dr 


3 + 5taar 


cosj^dr 


5siar + 3 cosx 


真 ( 5siar + 3cosx) + 盖 ( 5cosx — 3siar) 
34_34_ 

5sinx + 3 cosx 
盖 *r + 盖 In I 5siar + 3cosx |+C. 


dx 


【 2045 】 


’ aisiar + 6i cos^ 


(asiar + 6cosx) 2 


dr. 


解因为 


a \siar + 6j cosx 

=ACasiar + bcosx) + Biacosx — ftsiar) 


其中 


A = 


aa i 

7 


+ hh 、B = ^^， 所以 


+ b 2 


a 2 +b 2 
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•三角函数的积分法第三章不定积分 


“ 1 silLT + 厶 iCOSJ 
(a \sinr + 6 cosj) 2 


dr 


A 一 

a 


dr 

silLT + ^COSX 


A dr 

+ 厶 2 J s\n(x + <p) 


cKasiar + bcosx) 
(flsirLr+ 6cos^) 2 

B 

asiar + 6cosx 


y/a 2 +b 2 


In tan(|+|) 


a siar + bcosx 


其中 COS(p 




sinp 


TF 


【2046】 


aa\ +/i?i 

a 2 +b 2 

证明 


，B 


ah\ —ba\ 
a 2 +b 2 - 


• a\ siar+ 6 t cosx + Ci ^ 

, asiar + 6cosx + c 

_ 

At + Bln | asiar + bcosx + c | + C - 

J a 


=Ax + Bln I asior + bcosx + c | + C —:-- - 

J a sinr + bcosj ： + c 

其中 A 、 B、C 为常系数 • 

证 设 “ isiar + fcicosx+ c*i 

=A(asirir-f bcosx + r) + B(acosx — 6sinr) +C, 

比较两边的系数得 

aA — bB = ai ， 
bA -\- aB = b \, 
cA -\-C = c\. 


解之得 A 


u\ -\- bb 
a 2 +b 2 


，B 


a\b 


+ b 2 


a(aci —a\c) +bUx x — b\c) 

~^Tb 2 


fic ：iw 「 ai sinr + b\ cos + C\ , 

所以 —~ : — n - 1~a* 2 ' 

J asirir + ocosx + c 

= a\±c + b\^^ 

J asinx -1 


: asiar + bcosx + c) 
asiar + bcosx + c 
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dr 


+ c,. 

1 a siar + bcosx + c 

=Ar + Bln j asiar + 6cosx + c | 

+ C [ —— dx - • 

a sinr + bcosx + c 

求解下列积分 （ 2047 〜 2049). 

「 siar + 2cosx — 3 


【 2047 】 


从而 


因此 


siar — 2 cosj + 3 


dr. 


解利用 2046 题求解，这里 




2 9 c\ =— 3，a = 1，/) 


■ 


2 9 c = 3 


A 


B 


C 


一 aa i + bb\ _ 3 

a 2 +b 2 — "5 f 

ab\ 一 fxi i _ 4 

a 2 +b 2 = ? 

a(ac\ — a\c) + b(bc 


— b x c) 


a 2 +b 2 


siar + 2cqsj — 3 
sirLr — 2cosx + 3 


dr 


— + —In I siar — 2 co5U +3 | 


_ 


dr 


siar — 2cosj^ + 3 


设 / = tan4 , 可求得 


故 


dr 


1 + 5tan 


% 


siar — 2cosx + 3 
siar + 2 cosj — 3 


arctan 


J 


2 


+ C 


siar — 2 cosj: + 3 


dr 


— + 音 In I siar — 2 cosj + 3 | 


5 


arctan 


1 + 5tan 
2~ 


X 


+c 
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.三角函数的积分法第三章不定积分 


【 2048 】 


siar 


J 4l + siar + cosx 
解利用2046题求解，这里 
a x = \= 0，ri = 0 ， 


所以 


因此 


a = \，h = 1 

=>/2, 


A = b B= ~ 


i 

= _及 

f siar 

— dr 


J v2 + siar + cosx 



172 + 

siar + 

1 

^ 72 + 

dr 


• 

sinr + cosx 


dr 

n/ 2 + siar + cosx 


dr 


72+72. 


COS X 


此 - (f- 晋 ) 
去 tan (f-f ) +c ， 


SUIT 


y/2 + sirir + 


dr 


cosx 


音 — yin I 72 + siar + cosx | 

一 + tan (f 一 f ) +c . 


【 2049】 2sil ；, tcQ —- 9 

3sinr + 4cosx — 2 

解利用 2046 题求解，这里 
a \ = 2 , b \ = l，q = 0， 
a = 3,6 = 4 ,c = — 2， 
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A 


B 


C 


+ bb 


a 2 +b 2 

ab\ — a\b 
a 2 +b 2 


6 + 4 
9 + 16 


2 

5 


所以 


a(ac\ — a\c) -]-bUx\ — b\c) 

a 2 +b 2 


2siar + cosx 
3siar + 4cosx — 2 


dr 


x — ~ln I 3siar + 4cosx — 2 | 


+ 




dr 


3siar + 4cosx — 2 


令 


=tan f ， 可求得 

_ Ax _ 

3sior + 4cosx — 2 


7 ^ 


In 


/7 +>/^(2tan f - 1) 
>/7 —>/3 (2tan f 一 1) 


+ C 


% 

% 


2siar + cosjt 
3siar+ 4cosx — 2 


dr 


x — —In I 3sinr + 4cosx — 2 | 


4 


/2l 


In 


>/7 +>/^(2 tan f - 1) 

77 —>/^(2 tan 音一 1) 


+ C. 


【2050】证明 

ai sin 2 o* + 2b x sinxcosx + c x qos 2 x 


a siar + bcosx 


dr 


Asiar + Bcosx + C 


I 

I 

. a 


dr 


sinr + bcosx 


其中 A 、 B 、 C 为常系数. 
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• 三角函数的积分法第三章不定积分 


证 设 a i sin 2 :r + siarcosx + rj cos 2 x 

= Aco5Lr(asiar + 6cosx) 

— Bsiar(asiar + bcosx) +C, 

比较两边的系数得 

aA — bB = 2b\ 9 

C — aB = a \, 

C + 6 A 1 = Ci ♦ 

解之得 A = ^-^ 2 2ab \ 

a L \b L 

u _ ac\ — aa\ — 2bb\ 
a = ~ ^+b 2 ， 

「 = a\b z -\-a 2 C\ — 2abb\ 

^Tb 2 • 

am aisin 2 x +ZhsirLrcos^r+ qcos 2 :r 」 

rJT vX : : ~; dr 

a suit + ocosx 

=A cosxdr — b\ siardr4 - C —:—- 

J a suit + ftcosx 

— Asiar + Bcosx + C —:—- . 

asiar + 6 cosx 

求解下列积分 (2051 〜 2052). 

roncii f sin 2 : —4siarcosx + 3cos 2 :r 」 


■ A-WW I M I • 

J siar + cosx 

解利用 2050 题求解，这里 

a\ = l,6i =—2,ci = 3,a = 1,6= 1, 

_ bc\ — a\b-\- 2ab\ _ 3 — 1 — 4 __ ^ 


所以 


dr 


A cosxdr — B siardr 4 - C 


Asiar + Bcosx + C — r 

a si 


12051] 


d\ = 

= l 9 bi =— 2,ci = 

3，a = 1,6 = 

A = 

bc\ — a\b + 2abi 

_ 3-1-4 

a 2 +b 2 

1 + 1 

R = 

ac\ aa \ 2bb\ 

_3-l+4_ 

U 一 

a 2 +6 2 

1 + 1 


所以 


_ a\b 2 -\~a 2 C\ — 2abb\ = 1+3 + 4 
_ a 2 +6 2 _ 1 + 1 

sin 2 x — 4siarcosx + 3cos 2 a: 」 

-:-:- ar 

sinr 十 cosx 
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dr 

• siar + 2coar 







n W+2tan 专 一 1 

知- 乙- — 

V5 75-2tan-| + l 
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• 三角函数的积分法 第三章不定积分 


因此 


sin 2 x — sirLrcosx + 2cos 2 x 
siar + 2cosx 


dr 


siar + 妥 cosj ： 




>/5 4 - 2tan -y — 1 
75 — 2tan + 1 


【 2053 】证 明：若 (a —c*) 2 +6 2 #0 ,则 

•_ “isirir+ 6i cosx_ 心 

. a sin 2 x + 26siarcosj + ccos 2 x 


=A [ -A u j _ + — ^ — 

k\u\ +Ai kzu\ + A2 

其中 A,B 为未定系数， A! ， A 2 为以下方程式的根 


a — A 


c — X 


0 (Ai 4 A 2 ) ， 


(a — X,) siar + bcosx • 


a— 


1 , 2 ). 


证设 asin~x + 2/，sinrcosx + rcos L .r 

=(a — A ； )sin 2 x + 26siarcosx+ (c — A,)cos 2 x +A, 


a—X, 


[(a — Ai) L sin J j ： 4 - 2b{a — A,Osinxcosj' 


+ (c — A, )(a — A,)cos 2 x] +A ,-， 


其中 A, (/= 1 ， 2 ) 为 


a — A 


c _ A 


A 2 — (a + c)A + or — b z 


的根.由假设 

(a-r) 2 +6 2 9 ^ 0 , 

从而 c) 2 +46 2 关 0 . 所以 A! 关 A 2 .再设 


a— X, 


1 , 2 ), 


及 

由于 


Ui = (a—A,)siirr4 - bcosx. 
b 2 = (a — A,)(r —A /) ， 
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: 米多维奇数学分析习题全解(三) 


于是 


asin 2 x + 26siarcosx + ccos 2 x 
= k t [(a — A,) 2 sirr\r + 2b{a —又 r )sinjxosx 
+ b 2 cos 2 x] + A, 

=— A f )siar+ 6cosa*] 2 +A,- 


= k t u 2 i +A,-. 

其次设 ^isirLr+ 6] cosx = 

比较等式两边的系数，可得 
一 b(A + B) = a\ 


A[_(a — A,) cos^* — Asiru*] 

+ B[(“ 一 A 2 )coso* — 6siar] 


① 


② 


所以 


A(a —Ai) + B(a — 又 2 ) = b ' ， 
a __ cii (Ai ——A 2 ) + b/?\ +ai (a — Ai) 

— 6( A , - a 2 ) 

r» = bb\ (a ~Ai) 

— 6 (Ai - A 2 )~* 


由①及②有 

■_aisiar + 6iCOSx_^ 

. a sin 2 x + 26siarcosx + ccos 2 .r 

__ A [ (a — Ai )cosx —6siar 


dr 


% 

A 


—— Ai )siar+ /;cosx] + A 


dr 


of (a — A 2 )cosx — 6siar , 

J k 2 L(a — A2)siiir + 6cosx] +A 2 


=A [ . pf du 2 

J ^ lW f+A, ^ J 々 2 i4+A 2 . 

注:题中要求 6 # 0,因若 6 = 0，则 A ! = a ， A 2 = r ， 从而々 i 无 

意义，但当 6 = 0 时，积分仍能化为所要求的形式.事实上，若/;= 
0，则 a # c . 

「 aisinx + fticoar 」 


a sin 2 x + 26sirLrcosx + rcos'\r 


cLr 


aisiar -f-61 cosj: 


f ^i_si 
J a sir 


suvx 4- c cos 2 x 


dr 


d(cosar) 

(c — u)cos 2 x J r 


~ + 6 , lr ^ 


d(siar) 
*r)sin 2 x + c 


200 





吉米多维奇数学分析习题全 解( 


cKsiar — 2cosx) 
iior — 2cosx) 2 + 1 


「 d(sinj 

J (sinx — 
丄 f _d( 

loJ 1 


d(4siar + 2cosx) 
4-(4sin*r + 2cos^) 2 — 6 


7 arctan(sirLr — 2cosj) 


76 + 2siar + 


cosx 


lQy/6 — 2siar — cosj 


【 2056 】 


— 2cosx 


J 1 + 4siarcosx 
应用 2053 题求解 


dr- 


这里 




siar — 2cosx 


1 + 4siarcosx 


dr 


_ siar — 2 cost 

sin ? x + 4siarcosj + 


dr. 


cos"x 


1 J)\ =— 2，“ = K6 = 2 9 c 


1- 


1 一 A 


A 2 -2 A - 


3 ，又 2 =— 1; 々 i =—?k 、 


;A 




所以 


• 參 

^si 

. r 


= 2(cosj. — siirr) 

siar — 2cosx 
1 十 4siarcosj- 


2(cos^ + sirLr) 


丄「 2d(cosj — siar)_ 

4 J — 2(cosx — sinj-) 2 + 3 

3 | n 72 (siar + cosj) + 1 
4>/2 >/2 (siar + cosx) — 1 


3^ f 2d(cosx + siar) 

4 J 2(cosx + siru ) — 1 


一士 n 


>/3+y2(siar — cosx) 
73 — >/2(siar — cosx) 


+ C. 


120571 刪 


osx) 
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. 三角函数的积分法 


第三章不定积分 


Asiar + Bco&r 二。 _ dr _ 

(asiar + 6cosj') w_1 (asiar + bcosx) 1 ^ 2 


其中 A ， B ， C 为未定系数. 


证 asiar + bcosx = V a 2 + 6 2 sin(o: + <p ) , 

cos^5 = — ■ a — .sirup = & ― 

vV+6 2 Va 2 +b 2 

I n = _^_ ， 

w (asiar+ 6cosa:) n 

=-(w r i J 如 “ 丄 + 严 心 +，)] 

sin ^(x + <p) 


其中 


设 


n — 2 f cot( j + <z?)cos(j + cp) 


(a 2 +b 2 )^ 


sirT i (x + <p) 


dr 


^Tb 2 


si or 


^Tb 2CO 


sx 


(asiar + bcosx) rr ^ ] 

n — 2 f 1 — sin 2 {x + 、 
(“ 2 +6 2 ) 号」 sin”(j ： + 9) 


dr 


siar 


a 2 +b 2 ^ a 2 +f? 2 

(asinr+ 6cosx 广 


cosx 


+ (2 — n)I n 


n-2 

(a 2 +b 2 ) 


ir-2 


所以 


(/7-l)(a 2 +6 2 ) S，rLr — (n-l)(a 2 +b 2 ) C 


osx 


(asiar -f bcosx) 1 ^ 1 


_j_ n — 2 _ 

十 （ rz-l)(a 2 +6 2 ) 

_ dx _ 

(asirir+ 6cosa:) n 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 




Asinr + Bcosx 


(asirir + 6coso* 广 


+ C 


dr 


(asiar + bcosj ：) ,r 2 # 


其中 


(w-l)(a 2 +6 2 ) 


(w-l)(a 2 +6 2 ) 


_ n — 2 _ 

( n - l )( a 2 + b 2 Y 


【 2058 】 求积分 J — 


_ dr _ 

(siar + 2 cosx ) 


解应用 2057 题求解，这里 


\ ，b = 2 、n 


3 ,A = -,B = 


，c 


10 - 


所以 


_d£_ 

( sinx + 2 cosx ) 3 


2 siiLr — COST 


10 (siar + 2 cosa:) J 10 J siar + 2 cosx 


k 


dr 


2sirLr — cosx 


10(sirLr + 2 cosj ) l， 


io j si 


dr 

sin (: r + p ) 


2 sior — cosx 


厶 —— _, i 1 

10 (siar + 2 coar ) 2 10^5 D ^ 


(f + f)| 


+ C, 


其中 


arctan2. 


【 2059 】 若 n 为大于 1 的自然数.证明 ~ 


dr 

(a +6cosx) n 


Asiar 

(a+bcosx) ,r ] 


+B 1 


dr 


(a + 6cosx) 


ir-l 


+c 


(fl + 6cosx 广 2 


并确定系数和 C ， 其中 U 1 ^ 161 . 


设 


dr 

(a + 6 cosx) n 


_ dr 

(a +6cosx 广 : 


丄. 

a. 


(a + bcosx ) — bcosx 


(a +6 cosx 广 


dr 
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所以 

即 


因此 


•三角函数的积分法 第三章不定积分 


丄/『2-立{ 


d(siar) 
(a +bcosx) 


— Irr-2 

a 

■ (n- 


siar 


(a +bcosx) 


a • 


sim 


丄 / 


rr~2 


J (a +6 cosj) 
fesiar 

a(a + bcosx) n 1 


dr 


n—l f (b 2 — q 2 ) + (g + bcosx)(a — bco^x ) 
a J (a-^bcosx) n 

r _6siar_, (r? — 1)(6 2 — a ) r 

nl + 6 cosj )『 1 a 

w — 1 f a — bcosx i 


cLr 




?LZLl[ j 
a J (a- 


a J (a bcosx) n ~ ] 

J_r_6siar 

a n 2 a (a + bcosx) n 


dr 


(” 一 1)(6 2 - 


A 


n-\ . 
a . 


(a +6cos^) — 2a 
(a +6cos:r)’ r 1 


dr 




bsinx 

a (a + bcosar) 


(n-l)(b 2 -a 2 ) 


n—l 


n—2 


+ 2(r? — 1)/^ 


(w — l)(a 2 —b 2 ) 


bsinx 

a (a +bcosx) 


+ (2/1 — 3 ) In-\ — - - -In-2 - 


_ b _ SUIT 

(,n — l)(b 2 —a 2 ) (a -{-bcosx)^ 1 

, a{2n — 3) r ,_ (n — 2) j 

(n-l)(a 2 -b 2 ) ^ 1 (n-l)(b 2 -a 2 ) 

dr 

(a + bcosj：) 71 


Asinr 
(a +6cosx) 


+ B 

_ 


_dr_ 

(a +6cosj 广 
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+ c 


dr 




其中 A 


B 


C 


(a + Acosx) 
b 

(” 一 l)(6 2 _fl 2 )， 

( 2 n — 3 )a 

(n — l)(a 2 — b 2 ) ’ 
_ n — 2 _ 

(n-l)(b 2 -a 2 y 


求解下列积分 (2060 〜 2064) 
【 2060 】「 siardr 


cosx v\ + sin 2 j 


解 


sin^r 


cosj- vl + sin 2 x 


i 


siardr 


cos 2 x vsec 2 x + tan 2 x 


d(secr) 


v2sec 2 x— 1 



n >/2 secx + \J 2 sec 2 — 1 + C 


_ 1 ,72 + ^1 + 8 ^ 

72 I COST I 


【 2061 】 


解 




cos 2 x v taar 
;in 2 xdr 


cos\r 


V taar 




xd(taar) 


V taar 


2 


sin 2 jd( vtaar) 


(1 — cos 2 x)d( vtarur) 


taar 


- 2 1 


d vtaar 
1 + tan 2 jr. 


由 1884 题有 


鬌 


dr 


x 4 + l 



In 




+ >/2x+ 1 


2 -V^r + l 


+f[ 


arctan 


2 x +72 

n 


+ arctan 


lx-41 
42 


+ C . 
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. 三角函数的积分法 


第三章不定积分 


所以 


sin 2 xcLr 
cos 2 : vtaar 

o /- 1 1 taru* 4 - y/2tanr + 1 

= 2 v/tarir - -in - , 二 - 

2 v2 taar — v 2taar + 1 
—^[arctan( /2tanr +1)+arctan( 


-1)]+C 


【 2062 】 


siarcLr 
2 + sm2x 


解 因为 2 + sin2«r = 1 + (siar + cosx) 2 

= 3 — (sinj* — cosj-) 2 


所以 


siar 


因此 


2 + sin2j- 

’ cosx — ( coar — sinj) 
-/l + (sina -f cosx) L> 


r cosx—( I 

J /rra 

r_Co ： 

J -/q —— 


dr 


cosjdr_ 

(sirLr — cos) 


_ In I siar + cosj + V2 + sin2*r 


-I 


sinjcb 
2 + sin2.r 


cKsiar — cosx) 

} — (siar — cosx) 


一 In I siar + cosx + V2 + sin2i | 


siar dr 
2 + sin2j* 


J_ cKsinj 
2 -/V——r c ； 


d(siru. — cosx) 

I — (sirir — cosj )" 


ln(sirLr + cosj + \/2 + sin2.r) 


arcsin 


in( 


si nr — cosj 


ys 


—— ln(sirir + cosj* + >/2 4 - sin2j') + C. 




吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


【2063】 


dr 


—J(l+ ecoS x) 2 … 

解 利用2059题求解•这里 


( 0 <£< 1 ) 


a = l，/? = e，w = 2. 


1 一 


，B 


1- 


,C 


所以 


cLr 

( 1 十 ecosoO 二 


_ 6 S 1 ILT _ 

(1 — e 2 )(l -recosx) 


+ r=?l 


dr 

1 + €COS^ # 


闪此 


由 2028 题的结论知 

dr _ 

" _ ■ • 

1+ecosx 

dr 

(1 +£COS^) 2 


- - 

1- 


arctan 




esiar 


(1 — e 2 )(1 +£COsx) 


^7 jl a 


rctan 


l—e^ x 

rTe tan T 


)+c 


【2064】 


COS 


sin 


h i 十 a 


x — a 


dr. 


cos 




提示.•假定 


sin 


x — a 


cos 


sin 


x — a 


，则 


cosa 


sin 


z x — a 
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• 三角函数的积分法第三章不定积分 


所以 


cos 


sin 



dr 


j: — a 


2 

cosa. 


t^ l dt 


n cosa 


r+c 



x + a 

2 

COS 2 

ncosa 

• x a 


Sin 2 


+ c. 


【2065】推导积分的递推 公式: 


sin^ 


• x + a 
sin —-— 


dr , ( w 为自然数) 


解 


sin^ 


W 

• JT + “ 

sm 丁 


2arctan 




4tan 


dr = - d/ 

t 2 sec 2 f + 2/ (tan 2 y — 1 j+ sec 2 


sin^ 


所以 



dr 


4/’ f tan 


t 2 sec 2 • 十 2/ (tan 2 号 —1)+ sec 2 号 


4tan 


sec 


广 2 dr 


209 



— 4tan 


a 2 ( tan2 f _ 


2 


sec 2 ^r 


t 2 sec 2 +2/( tan 2 y — 1 sec 2 f 


dt 


— 4tan 


2 


^sec 2 号 + 2’(tan" 晉 一 1)+ sec 2 f 


2 d/ 


2vsina 
n — l 


/’ 广 1 +2/^, com — 1„-2 


§5. 各种超越函数的积分法 

【 2066 】证 明:若 P(*r) 为 W 欠多项式，则 


e 似 


P(j*)e ar dr 

'P(x) P’ （ j-) 


• • • 


有 


_ a a 2 

证利用分部积分法并注意到 

P #" ⑴三0, 

P(x)e ar dx 


+ ( 一 1) 


P M (x) 




a 。 


P(j*)d(e ar ) 


—P(j*)e tir — — [e^P'Cx)^ 
a a J 

-P^e^ 
a a - J 

^P(x)e tu -^P\x)d a +Aje af P ， (x)dr 


■P(x) P\x) 


• • • 


a 


+ (-l) 


P {n) (x) 




+c 
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• 各种超越函数的积分法第三章不定积分 


【2067】证 明:若 PCr ) 为 n 次多项式，则 

I P(j-)cosordr 


sir^rrn ,-、 P"Cr) , P (4, Cr) 


\naz _ 
a - 


P(x)- 


■ ■ • • • 
a 4 」 


7 卜 ) 


m p {5> (x) 


_ ■■ 馨籲 _ 


■+c_ 

賴 


P( j)sinarcLr 


㈣ 「 p(x>- ^ +-…] 
a cr a' J 


^^ r p\x) 

a L 


I y \x) , P (5 ) (x) 


—- • • 


• + c. 

隹 


利用分部积分公式，并注意到 
P ( ^ l) U) = 0 ， 


P(x)cosarcLr 


P( j)d(sinar) 


-P(x) 


si nor 


ii p,( 


•zOsinoj'dr 


-^P(x)s\ncur + dCcosax) 

—P (x)sinar + -\p ， (x)cosx - \\p^ / (,x)cosaxdj ： 

a cr crJ 

—P (jr)sinar + -\p / (jr)cosar — ^/^’(jOsinar 


+ ， ( 工 )0 ： 0 似 + ⑷ (x)cosardr 


sinar ■ 
a . 


P(x) 




X U) 1 
a 4 」 




P"(x) 

••2 


P (5 ) (x) 


- • • • 


]+C 


P(x)sina^dr 


P(:r)d(cosar ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (. 


—P(x)cosaz + — fp^xJcosardr 
a a J 

丄 PCjOcosoo' + -^Jp'(j)d(sinor) 


-^P (x)cosax +^2 P / (x)sina7 - —f^(:)sin^:r( 
■^P(x)cosax + \p ； (x)sinar + - \f / ， (x)cosoj* 
X^P^(x)cosardr 


sinor 


sin^r dr 


co ^ [PU)~ 孕 + _ …] 




P (5> (x) 


■■ • • • 


求解下列积分 （ 2068 〜 2080). 


【 2068 】 


Vdr. 


解利用 2066 题的结果有 

x 3 e 3 "dr = e^[y-^4 

=e3x (誓一 f +¥—蚤) 

【 2069 】 (^ 2 -2x + 2)e^dr. 

解利用 2066 题的结果有 


6x 

¥ 


-2x + 2)e~ x cLr 

”( x 2 -2 工 + 2 

e~ J (x 2 +2)+C. 


2x-2 

(- 1) 2 


■ + C. 

■ 


I] 


+c 


(- 1) 3 


)+c 


【 2070】 f sinS^cLr. 
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• 各种超越函数的积分法第三章不定积分 


解利用 2067 题的结果有 


: r) sin5xdr 


coso：r 


sin5x ( 


2(Xr 3 

5 2 

60x 2 


120r 

120、 


#)+c 


cos5j 




【 2071】 j (1 + j- 2 ) 2 cosxdr. 
解利用 2067 题结果有 
f(l+x 2 ) 2 cosxcLr 


siar[( 1 +2x 2 +x 4 ) - (4 + 12^ 2 ) +24] 

+ cosx[(4x + 4x 3 ) - 24 + C 

(x 4 - lCXr 2 + 21)siar + (4x 3 - 20x)cosx + C. 

fx 7 e^ 2 dr. 


【 2072 】 


设 


则有 


: re 


dr 


k 估 


t 3 e _/ d/ 


3/ 2 , 6 / 

(-1) 2 卞 （一1) 


^7]+ c 


e— j2 Dr 6 + 3«r 4 + 6 j 2 +6] + C. 


[20731 jx 2 e^dr. 


解设 & = /， 

则 x = t 2 ,dx = 2tdt. 

所以 Jx 2 e /7 dr = 2pe r d/ 

= 2e / [^ 5 -5/ 4 + 20/ 3 - 60/ 2 + 120/ — 120] + C 
= 2e^(x2 -5x 2 + 20x2 -60x+120x^ -120)+C. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三 




【2074】 e 112 cos 2 /又 rdo\ 


e^cos'/xrclr 




(14 - cos2/ir) da 




e a, cos2/ircb ， 


而由 1828 题的结果有 

\e-cos2/u da = e- “ ^2/xr -r_ g^ingfcr ， 

+4 /r 

m.u. 「 h 」 1 虹 I 1 “cos2/xr + 2/ 入 sin2/Ar 

因此 je cos hx^r = -e +ye —- 


因此 


a z +4fe- 7 


+ C: 


【2075】 



sin 3 /xrdr. 




Je'sin/ir - 


— cos2fer 


dr 


|e <u (专 sinftr — jsin3&r ) 


由于 [ e^si 


sin/a-dr 


e 山 (asin/xT — /;cos&r) 


a 2 +b 2 


+ C 


所以 s\n z hr dr = — e a, 


asinlxr — bcos/ir 


a 2 +b 2 


_asin3fcr — 36cos3fer , r 

~T e a 2 +% 2 十 。. 


[20761 J 




xe J sirLrcb 


xe r d(cos^) 


—xe^cosx+ (1 + j ： )e x cosxdx 


xe x cos.r + (1 +x)e x dsinr 


le’cosx + (1 +x)e r siar — (2 +:r)e r siardr 


-i 


e^(jsiai' + siar — xcosx) — 2 e'siardr 
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• 各种超越函数的积分法第三章不定积分 


^e'siardr. 


由于 


因此 


e r sirLrdr — — e^(siar — cost) +Ci • 
xe^siardz* = -^re T (xsinj ： — xcosx 4 - cosx ) + C. 


【 2077 】 x- e T cosj-dr. 


解 


jr 2 e J cosxdr = x 2 cos^rd ( 〆 ） 


e J coso' 


r ( 2xcosx 


sirLr)dr 


x 2 e J cosj* — J ( 2 :cos^ — jr^siruOcK〆) 

x 2 e J coso* — y ( 2xqosx — x 2 siar) 


(2 cosx — 4*r si ar — *r 2 cosx) dr 


_ 

e r [j* 2 ( cosj- 4 - si nr) — 2 j*cosj] + 2 e J cos^dr 


— 4 xe^siarcLr — x 2 e J cosjcLt . 



• ] 

eVojirdr = y e r (siar + cosj*) +C\ 


由 2076 题的结果知 


•re'siordr = -^-e x [x(sirLr — cosjO + cosj*] + C 2 


x 2 e J cosxdr 


^-e r [_x 2 (sirir 4 - cos^r) — 2J-COSJ-] 


+ —e J (sior + co^jc) 


— 2 • ^-[x(si: 


:osx) 4 - cosx] +C 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


e " (sixir + cosx ) — 2 xsiar 


+ (siar — cosx )] + C . 


【2078】 




解 


jre'sirr'jrdr 


xe^dr — - 


xe r (1 — cos 2 j : ) dr 


xe r cos 2 .rdr 


〆 （：一 1)_ 


jre J cos 2 xdr . 


而 


cOws 2^ cb = xcos 2 xd ( e r ) 

% 


xe J cos 2 x — 


e ; cos 2 xcLr + 2 xe J sin 2 jrdr 


^ e x sin 2^ ch - = xe x s \ n 2 x — e x sin 2 xdr — 2 


乂由 1828 题及 1829 题知 




cos 2 xdr 


e x cos 2 xdr 


( cos 2 x + 2 sin 2 x ) + C ] 


sin 2 jdr 


e ： 


( sin 2 j ： — 2 cos 2 x ) + Cz 


代入得 


xe T s \ n 2 xdi ^ 


e T (x — l ) — —^ e x cos 2 x — — xe J sin 2 x + C . 


【2079】 |(x — siar ) 3 dr . 


解 


(x — siar) 3 dr 


( x 3 — 3 x 2 siar + 3^ sin 2 x — sin 3 ^)dr 


4 


x 


3 


x 2 sinrdr + 晏 


x(l — cos 2 j：)cLr 
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• 各种超越函数的积分法第三章不定积分 


(1 — cos 2 .r)d(cosx) 


七 + 3(x : cosx — 2xs\rxr — 2cos^) + —. 


I sin2g- 
V 2 


工 3 + 


«r + -°^ X j T COSX - ^"COS 3 1 + C 

1 + 3x 2 cosx — 6xsuir — dcosx 


—xs\n2j ： — ^cos2x 


cos 3 j + C. 


【 2080 】 cos 2 /^Lr. 
% 


设 = / 

x = r 2 ,dr 


2/dr. 


所以 


cos 2 y/xdx = 2/cos 2 /d/ = /(1 + cos2 / )At 


务 , 2 + ysin2/ —yjsi 


sin2/d/ 


’ + —/sin2 / + — cos2 / ^ C 


=- 7 rx + /r • sin2 + cos2 /r+ C. 
i 2 4 

【 2081 】 证 明：若 R 为有理函数 ，…， 七，…，〜为可公约的 

数，则积分 j 尺 ( e “/， e v ， …， e “” Odr 是初等函数. 

证因为 A ， a 2 ，…，〜为可公约的数，所以存在一非零实数^ 
及整数々1，々2，…， 々 n ， 使得 A = k { Q , a 2 = 々20,…， a ” = ^•设 e 01 


则 :r = — ln/，dr = —dt. 
a at 

…， e fl ，）dr 


丄尺 （ A ， ••• ， 〆” ） 尘 = R { (t)dt 

a t 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


其中 RQ ) 为 r 的有理函数，从而|仏（〖)山为〖的初等函数.因此积 


分 


i?(e u >%e^,-.,e^)clr 为初等 函数. 


求解下列积分 (2082 

【2082】 1 cb 


2090). 


(1+eO 2 . 


解 


dr 


(1 + eO 




1 + 

(1 + eO 2 


dr 


1 


l + e 4 


dr 


-I 


(1+eO 


dr 




d(l+e J ) 
(l + e r ) 2 


【2083】 


j ： — ln(l + e J ) + 


dr. 


1 


1+〆 


l+e J 


解 


J 


1+e" 


dr 


% 

% 


e ‘ 


1 + 


dr 


(e^ — l)dr + 


i+y 

. 1 + e r - 

.~TTV 


e s 


dr 


e x 


e^-lnd+eO+C. 




【2084】 


I e 2 " +^ r - r 


解 


dr 


J + 


.(e 7 


dr 


+ 2)(e"-l) 


= 1士(古-点 K 


3 


In I — 1 I 


x 


x 


+ ^ln(e"+2)+C 
o 
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• 各种超越函数的积分法第三章不定积分 


=— 音 + + ln[(e J —l) 2 (e J + 2)] + C 


[2085] 


_ dr _ 

+ e f + e i + e f 


解设 0 = / ，则 

x = 6 In/, 

dr = *^dr ， 所以 

• dr 

l + e2 +e3 +e« 

= J dt 

J kTT7+?T7) 


tU + l)(t 2 + l) 


= 6 f[+ — 




2(/+l) 


61n/ — 3ln (/ + 1) — irln(l +/~) — 3arctan/ + C 


x — 3ln( 1 + )— 7 ln(l +e 今 )—3arctan(e^ ) + C 


[2086] —^ - 

(1 + e^) 2 

解设# =/ ，则 

x = 4ln/，dr = - 


所以 


f 1+et 

」 （1 + ef) 2 

= 4 J [ t ~ 


^ = 4 I 


1+/ 2 

K1+/) 2 


( 1 +/) 


dt 

細 


—+ A+c 


: + r ^ +c . 


【 2087 】 


dr 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三 
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•各种超越函数的积分法第三 章^不 定积分 




ln(l —， 2 ) ，dr =— 


1-t 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


所以 /2= l 7 ^ =_2 to = ln TT 7 +C2 

= ln lTV^g + C2 , 

l + yr^i 7 

因此 ^ - 

/rr^+zr 1 ^ 7 

= 一 ^~( %/1 + e J — %/1 — e x ) 

+ T ln r V ^ Tir ~ 1 |! 1 ~ V ^^! +C 

4 ( / YTV + 1)(1 + 

【2091】证明 ：积分 
De-dr 

(其中 R 为有理函数，其分母仅有实根）可用初等函数和超越函数 
来表示， 

J f dr = li(e”+C， 

其中 1Lr = lfe 

证因为的分母仅有实根，所以 R ( x ) 可分解为如下的部 
分分式. 

其中 RU ) 为多项式， A& 是常数.从而有 

R(x)^dj：= [p(j-)e^dx+2S[^^ e " dr 

PCr)#dr 显然为初等函数.而 f ( y ^ a - y ^ 可表为初等函数与 

超越函数 /,(#) 的和. 

事实上，设：一4 =/，则 



. 各种超越函数的积分法 


_ 
(x — i 


^ dt= \ 


^(f+XI-) 








=#( 货 +_ +… + 

= ^ ( ' r) + B J ( f ! =^) dr 


= ^ ( - r) + B '> I ( f^) dr 

= g lj (x)+B IJ U(e u( ^ ) ). 

其中 A U) 为 *r 的初等函数， B,; 为常数.因此 

r I ^ 

RCo-Je^cLr = P(x)e aT dLr+ X A y g„ (1) 
J 1=1 > = 1 

/ ^ 

+ SS A v ^.( e n( ^ > ). 
[2092] 在什么情况+，嶔分 


Hi ) 


e r dr 


(其中 p (+)=^+ h+ … + 与及“。，化，…， ^ 为常数）是 

\ J / J 9 JT 


初等函数？ 


' Vdr 

JC 


cik ,心 f e J 」 


〆 _ Ok _ e r 

k-lx^ (k-l)(k-2)^ 


_ cik 

(k-l)(k 


I 

— 2 ). 


,k-2 


dr 




(k-D! x 


所以 J ^(7) e J dr 
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J(2 |i)e J cLr = fl eJdr 

J k =0 ^ ^ = o ^ 


n 卜 1 

-ss 


ci k 


e J 


(々一l) … a-)) 户 


+aoer + 2 


因此若 


cij 

U (卜1)! 


a \ + 


a- £l 

1! 


0,即 


+ ••• + 


CL n 


(n-l)\ 


0 


则积分 JP (士 )e^Lr 为初等函数 • 

求解下列积分 (2093 〜 2097). 


【2093】 ( 


1 


X 


) e J dx. 


解 J(1 一 i)Vdx = J(l — 吾 +^) e ^r 
= e: - 4! f dr-4jVd ( 士） 


—dr — 4 
x x 


【2094】 


— 4 

冲 ― 含 ) +c. 

(1 一士) e J 心. 




dr 


解 I (1 — 士 ) e _ , dr =— e J — U (e~ J ) + C. 


【2095】 


解 


x z -3x + 2 


x 2 -3 j + 2 


% 


•2 j 


x-2 


dr 


4 


Zr 


(x-2)(x-l) 


dr 


dr 
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• 各种超越函数的积分法第三章不定积分 




dCr-2) 


-嗯 


d(x 


eUi (e 11-4 )- e 2 // ( e 2(j ~ l) )+C. 


% 

【2096】 

% 


Cr+1) 2 


xe s 

(•r+l) 2 


产夂土) 


:re 」 


+ i + . 


•T + 1 J X + 1 


• e T (x+ l)cLr 


-^ + e ^ + C = ^ rT+ C 


[2097] 

J (X- 

解 工 4 e 2j 

M (x-2) 


Cr 一 2) z 


dr 


( 工 2 +41+12 #心 + 32|^^ 心 +16| 


- 2 ) 


4 




K f p 2(x-2) 

32e 4 J j^dCx-2) 


_ 16 j e , d (_ X _) 

= e^(y + -|x + ^) + 32e 4 /f (e 2 ^ 4 

+ 32[ -^dr 
J x — 2 

=e2j (f+ 音 工 +¥ - ^ )+ 64e4/£ (产 )+ c . 

求解含有 ln/(x) ， arctan/(x) ， arcsin/(x) ， arccos/(x ) 等函数 
的积分，其中 /(x ) 为代数函数 (2098 〜 2115). 

【2098】 | ln"xdr (rz 为自然数). 



% 

ln n xdr = j ： ln n x — 

I 


n ln^ 1 xdr 

鲁 
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x\n"x — nx\vT x x + n(,n — 1) ln w 2 xdjc 


•r[ln”:r — :rlnH：r + ”(/? — l)ln 旷 2 x 

+ (- mi / lnr + (-1)””/]+ C . 


【 2099 】 Lr 3 ln 3 xdr. 


解 


x 3 ln 3 j-dr = jjln 3 xd(x 4 ) 

~-x l \n A x — -|-Jj 3 ln 3 xdr 
j:r 4 ln 3 x — ln 2 xd( j- 1 ) 

冬 : r 4 ln 3 a- — -^zx 4 ln 2 x + -f' dr 

4 lb o J 

[x*ln J x-^ln^ + ^lrir- 羞 Jx 3 dr 
•一 ■ f ln2 ' r + | lar 一垚) +C . 


=-JX 4 (ln 3 :r —- 
12100] |(^) 3 dr . 

解 n ,) 3dr=_ # n3 0 
=-^jlnV + |J^ln 2 xdr 

=-^ ln 3 x + { jln 2 xd (-^) 

-Aln^ + jjl 


2 x 2 


2 x 2 


ln 3 x 


ln 3 x 


I nr dr 


ix 2 


ln 2 x 


3 


Jlard ( 士 ) 


In 3 


X 


Ax 2 


ln^-^lar + {Udr 
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_ § 5 .各种超越函数的积分法第三章 g 不定_ 

=- ln :1 x + -|-ln 2 x + 音 lar + ~|~ )+ C. 

【 2U)1 】 Jln[(x + a)-(x + 6)-].^^. 

解 |ln[(x + a)-U + 6)^]. (j + a ^ J + 6) 

=f— 

J x+b J x+a 

=|ln(a: + a)d[ln(x + 6)] +|ln(x + 6)d[ln(j ： + a)] 

=ln(x + a) • ln(x + 6) —|ln(x +A)d[ln(x + a)] 

_ 

+ \n(x + 6)d[ln(«r + a)] 

=In (: r + a) • ln(x + 6) +C. 

[2102] ln 2 Cr+ /IT?") dr. 

« 

解 ln 2 (x4 - \/l +x 2 )cLr 

% 

=arln 2 (x+ >/1+: 2 ) — 2[ x 二 二 In (: r+ \/l +x 2 )dr 

J /Tk? 

= x\n 2 («r+ /I +x 2 ) —2^ln(x+ \/l + x 2 )d( Vl-\-x 2 ) 

=xln 2 (x+ v/T^K?) —2 v / l+^ 2 ln(j'+ \/l +X 2 ) +2 dr 

% 

= : rln 2 (x + \/1 + x 2 ) — 2 Vl +x 2 ln(x + Vl+x 2 ) + 
2x + C. 

【 2103 】 ln(yT^ I 7+ /Tf7)dr. 

解 ln(/r=^+N/rradr 

% 

_1_1_ 

=xln( Vl —x+ \/l +:r)— 土 f 

2J /IT7+ 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (, 


x\n( y/T 


1+ J ) 


1 x(vT 

2J 


1+x) 


1 + : + V\— x) 


dr 


xln( \/l —-r + \J\ +-r) 


+ ㈣ 




dr 


= x\n( y/l—x + V\ +x) +Y 

121041 1 為 “ 


解 l7TT^I dr = I lard (7 lf ? 


arcsina 


x + C 


lar 


■lyr 


dr 

T 7 - 


jrlar 

yrr ^ 


— ln(x + \/l +x 2 ) + C. 


【 2105 】 xarctanCj + 1 )dr. 


解 


i r 

xarctan(x4 - l)cLr = — arctan(:r + l)d(x 2 ) 


arctan(:r + 1)— 


y ： r 2 arctan(:r + 1) — yJ ^ 1 


il ( 


+ 2^ + 2 


dr 


2x + 2 
2 +2x + 2 




2 arctan(x + 1) — —x + —\n(x 2 +2^ + 2) +C 


【 2106 】 \/^arctan %/xdr. 


解 


v^arctan >/rdr 


arctan 


arctan /r — 


l+x 


y / xdx ^ 


dr 
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• 各种超越函数的积分法第三章不定积分 


x Vxarctan/r — ^«r + 4~ln | l-\-x \ + C. 


[21071 xarcsind — x)(Lr. 


解 


xarcsin( 1 — x)dz 




arcsin( 1 — x)d(x 2 ) 


2 arcsin( 1 


arcsinC 1 


arcsin( 1 


-x)++J — =^==dr 

2 」 y 1 — (1 — jr) 2 

-^-20-^1+1 ( 

2J yi-ci-x) 2 

-x) + yj y\-ci-x) 2 d(\-x) 


dr 


+ 丄 f d[(l-j) 2 -l] _ d(l-x) 

2 ' yi-(l-x) 2 n/1-(1-x) 


x 2 arcsin(l — x) + —(1 — x) \/l — (1 —x) 


4 


arcsinC 1 — x) — \/l — (1 —x) 


arcsinC 1 —x) +C 


2x 2 -3 


arcsin( 1 — x) 


x + 3 


2x — x 1 + C. 


【 2108 】 arcsin y/xdz. 


解 


arc 


sin y/xdr 


xarcsin 


in sfx 


㊉ 


dr 


设^ 


t 2 ^ dr = 2/d/. 


所以 


1 7^ 
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% 

> _ L 

J ./T 




-2 


^+2 


d/ 

f ^7 


t Vl — t 2 — arcsin/ + 2arcsin/ + C\ 


arcsin 


yfx — y/x — x 2 + Ci • 


in/r = — j arcsin Vt + y y/x —x 2 + C. 


arcsin 


【 2109 】 J xarccos —dr. 


解 


r i ir i 

j xarccos —cb' = yj arccos —d(x 2 ) 

=+rWas 丄 -+ 

2 x 2J 


arccos -- ^ ( sgar) Vx 2 — \ + C. 

OC Lt 


【2110】 


arcsin 


inf^dr. 

1 +x 


解 


• 2 y/x 

arcsin IT ^ 


dr 


arcsin 德 


dCr + 1) 


(x + l)arcsin^-sgn(^)J ^ 

(x+ 1)arcsin - 2 Jx • sgn + C. 


【 2 川】 f -^^ jdr . 


解 繼 osxd 


(涪 


- — arccos^ 4- —^dr 

1- x 2 l -^ 2 
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. 各种超越函数的积分法 



- ?rln | l—x 2 丨 + C. 


【2112】 


: rarccos^r 
(l- ： r 2 ) 音 


dr. 


解 


xarccosx 

(i-x 2 ) 音 


arccosa: 


dr = arccosxd 


i- 




dr 


釋小肖 +c . 


【 2113 】 xarctaarln( 1 +x 2 )dx. 


解 xarctaarln( 1 +x 2 )dr 


Ijarctaar • ln(l +x 2 )d(j 2 ) 


x 2 arctaar • ln(l +:r 2 ) 


f 2 「 ln( 1 + :r 2 ) I 2xarctaar1 , 

J 叶 TV+ i+? -」心 

arctaar • ln(l +x 2 ) — +Jln(l +x 2 )dr 


+ il W /-) 士 + rctan —+J 


2 arctaar • In(l + x 2 ) — ^r-rln( 1 + x 2 ) 


Y \^ r ^ 2 心 + 士 arctarLr in(i +1 2 ) 


-1 


jrarctanx j , f orarctaar i 1 ^ + 

! w ■m j ~ dr_ y x arctaar 


l+x 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


arctaar • ln( 1 f x 2 ) — |-xln( 1 + x 2 ) 




x — arctaar + — arctaar • ln( 1 + x 2 ) 


2 


j- 2 arctaar + —x — —arctaar + C 


(: r 2 + 1 )arctarLr • ln( 1 + j- 2 ) — 4 •: rln( 1 + j 2 ) 


— arctaar + — (x — arctanr) +C 


【 2114 】 x\n 


x 


1- 


dr. 


x 


解 


xln 


1 - 


1- 

一 ： r 




In 


r = il ln \ 


X 


X 


dr 


d(x 2 ) 




X 


JT 


(ar 2 -l)lnl^+x + C. 


jr 


【 2115 】 


• ln(x+v/l+x 2 ) 


( l + o : 2 ) 音 


解 I ’ 


ln(j + v 1 + >r 2 ) 
(l+x 2 )h 


dr 


ln(x+ vl + j 2 )d 


x 


/ nr ? 


xln(x+ v 1 — x 2 ) 

/tk? 


-l 




yi+x 2 /i + 


JC 


x\n(x+ vl+x 2 ) 


yi+x 2 


ln(l+x 2 )+C. 
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• 各种超越函数的积分法第三章不定积分 


求解含有双曲函数的积分 (2116 〜 2125). 


[21161 

% 


sh~xch 2 


解 


sh 2 xch 2 xdz' = sh 2 2xcLr 


i 


chAx 


d(2x) 




【 2117 】 ch^dr. 


解 


=J( j + y c ^2o ： + -jc^2x^dj ： 


T x + T sh2x + 


iJ 


1 + ch4r 


dr 


+ -^-sh2j* + 音 i + 盖 sh4r + C 


3x 


+ — sh2x + 22 sh4: + C 


【 2118 】 sh { jdr t 


sh^dr = sh s xskrdr = (ch 2 x— 1 )d(cl\r) 


ch s x — ckr + C. 


【 2119 】 sFLrsh2xsh3xdr. 


解 


skrsh2jsh3^cb' 


-rr( ch4x — ch2x) sh2:rdr 


• ~z 

丄 . 

2J 


ch4j ， sh2idr 


-if 


ij(sh6x-sh2x)^ 


ch2x • sh2xdz* 


sh4idr 
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2 ^ch 6 x — — ch4j ： — — ch2x + C. 


【 2120 】 tkr dr. 


解 thj-dr = J = ln(chx) +C. 


【 2121 】 cth 2 xcLr. 


解 




x — ctlir + C. 


【 2122 】 /thJdr. 


V tkrdr 


• /e r - e~ x 」 _ f 〆 一 e_ J 

J Vf+e，"" J y^TZ 

J J / r ^ 3 


2. 


d(e 2 


2J yCe^) 2 -! 


1 d(e+) 

2 J yi-(e- 2 ") 


lrKe 2 ^ + vV r — 1) + -^arcsin(e lr ) + C 


【 2123 】 


dr 

skr + 2 ckr - 
dr o 


J shr + 2 ckr 


dr 

3e^ + e 


2 


【 2123. 1 】 


^^ 1 =|arctan(^) + C 

dr 


• J sh 2 x — 4skrckr + 9ch 2 x' 
f dr 


sh 2 x — 4shxcKr + 9ch 2 x 
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•各种超越函数的积分法 第三章說不定积分 


dr 

3e。 + 8 + 7e_ 


e^dr 

^ + 80 ^ + 7 


ir d (f+l) —if d ( e 2 J+ l) 

4 3 ( 卢 + 音 12 ( 卢 HP 


i2 x 7f rctan 


音 ) +C 



arctan 


3e^+4 

75 


)+C. 


【 2123.2 】 


dr 

0.1+ ckr. 


解 


dr 

0. 1 + cha* 


0.1 + 


dr 


r 

_ i 

. 0.2e: 


2e J dr 
r +e^ + l 


dCel+OD 
(e x +0. l) 2 +0.99 


Cretan 

o. 99 yo 9 


【 2123.3 】 


ctirdr 

3skr — 4ckr # 


解 


chx 

3skr — 4ckr 


dr 


= — 


e J + e~ J 
e" + 7e~ s 


dr 


= - 


e^ + 1 
e^ + 7 


dr 


11^ - II 


e 2 - 

e 匕 + 7 


dr 


-4ln(e^ + 7)+C. 


【 2124 】 shaxsin&rcLr. 


解 


由于 e^sin&rdr 


(asinfer — bcoshx) 

^+b 2 7 


+ C 


所以 


shaxs'mbxdx 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( 



I' 

2. 


sin&rdr - ^~e — 山 sin/irdr 


e 4 ^ (asinAr — bcoshz ) 


+ 7 


asin&r 


a 2 + b 2 

(asinfer + bcoshr ) + 〔 
a 2 +b 2 

char — 6cosfcr • shar 

a 2 +b 2 


【 2125 】 J shaz cos&r dr. 

解由 1828 题的结果有 


sh^zx co s/ir dr 


丄 . 

2 . 


e a/ cos&r dr 




a/ cos&r dr 


acoshx + bsinhz 


acoslxr — bsin/xc 




a £ +b^ ' - 

§6. 函数的积分法的各种例题 


求解下列积分 (2126 〜 2170). 

121261 l^zr^-y 

解 [— — = [ x 2 + l-x 2 
m J x 6 (l+x 2 ) J x 6 (l+x 2 ) 

=f ^-f—_ 生 — 

J x 6 J x A (l+x 2 ) 

1 f Cr 2 + l)-*r 2 」 


dr 


\^~ h \ 

_ 丄 _(^ 
5x 5 J j 

1 f 1 


(l+i 2 ) 


dr 


cLr + 


• 2 (l+x 2 ) 


dr 




i + 


)dr 
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• 函数的积分法的各种例题 第三章_不定积分 




arctaar + C. 


12127] 

解 ——- 

m ( 1 - 


x 2 cLr 


(l- ： r 2 ) 3 . 




dr 


f x 2 - 1 + 1 

J (1-x 2 ) 3 


dr 


- 


dr f_do- 

Cr 2 -1) 2 J 


由 1291 题的递推公式可得 


(1-x 2 ) 3 


dr 


- 




lx 

2(-4)(x 2 -l) 2 

dr 


4(l-x 2 ) 


4(l-x 2 ) 2 


1 f dr 
4J (x 2 — l) 2 

1/_ 

4 1 2U 2 - 


dr 

. (j: 2 — 


il 


dr 


_ X+ x 3 1 I 1 +X 


8(1-x 2 ) 2 


\— x 


+ C. 


【 2128 】 


dr 

+ 了 4 +， 


dr 

l+x 4 +x 8 


dr 


Cr 4 +x 2 + l)Cr 4 -x 2 + l) 


y 


+i 


(x 2 +x+l)(x 2 -x+l) 


x 2 + l 

dr 


dr 




( x 2 + 73 x + 1 ) ( x 3 - 73 ^ + 1 ) 


dr 


dr 


4J x 2 +x+l 


il 


dr 

-x+1 
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2x + >/3 


x 2 +73o- + 1 


dr — 


丄 

4 73 ^ x 2 — 


2x->/3 



dr 


x+1 


点 L 


arctan 


/ 2 j- + 1 \ / 2 j ： — 1 \" 

("7T) +arctan ("7T )」 


x 2 + >/3 j+ 1 


4 y/3 x 2 — JZx + 1 


【 2129 】 


dr 

7 ^/ T . 


解设 ^ 


yfx = t 3 ,vG* = / 2 ,x = f ，dr = 6/"d/, 


所以 


dr 


I ?¥? d/ = 6 I 7 + l d/ 


6 I( /2 " / + 1 TTl) dr 


2/ 3 — 3r 2 +6/-61n(l+/)+C 


2 yfx 一 3 + 6 \fx — 61n( 1 +v(r) + C. 


【 2130 】 p^f^dr. 


解设 


l — x 


，dr 


“ \+t 2 '^ (1+/ 2 ) 2 

利用 1921 题的递推公式 


所以 


1-x 


dr 


% 

-2 


dt 

U 2 + l) 


■ 2 [e(7+T)^ 


5 / 

24(〆 +1) 2 


T ^ r ^ +-arctan/j+C 
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• 函数的积分法的各种例题第三章:不定积分 


【 2131 】 


~ ^(Sx 2 + 10 j+ 15) y/x(\—x ) — ^-arctan 

[-^=dr. 

x 2 


1 - 


+c. 


解 Sx = sin/ (一号 < r < 号 ) 


dr = cos/d /， 所以 

f--^+ 2 ■ dr 
x 2 v/I^? 


[ _ - t 2 d/ = f 4-d/ + 2[ -rVd/ 

J sin't J sin/ J sin~^ 


In I tan — | — 2cot，+ C 
In I esc/ — cot/ I — 2cot/ + C 

- ln I±VIZZ _ 2 

X X 


【 2132 】 


- —ux. 

1 —xv(r 


解 iSV \— xjx 


(1 一 1 ， dr =— 4-^(1 —t 2 ) 士 dr. 


所以 


1 — X yfx 


dr 


i\ dt = ~i 


t + C 


-- 


7 y/\—jc7x +C 


(0<x< 1) 


【 2133 】 


x 5 dr 

TT7 1 


解设 vTlT? 


t 2 — l，:rdr = /d /， 


所以 


x°dx 

T+^ 


_ 

(t 2 -l) 2 dt 

_ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三 


(r 4 -2r 2 + l)d/ 


4r 5 -4r 2 +r + C 


【 2134 】 


解 


^(8-4x 2 +3x 4 ) 

f— ^ 

J yxm-xy 

3 /w • 


IT7"+c. 


所以 


dr 


7+i 9 

dr 


x 2 (l-x) 


3/ 2 

(f 3 + l) 2 . 


— 3 J^ 




/+1 


I …卜姑 


4-1 




+ 1 


l ln n+^_y3arctan^i + C 


T ln 


t 2 -t + \ 


i + 


3 /wl 2 


l-x 


1 —X 


+ 1 


>/3arctan 


1 — x 


73 


-1 


【 2135 】 \-—^==. 

J 工 x/l+x 3 +x 6 

解只讨论 X > 0 的情形，(对于 X < 0 的情形可类似地讨论) 

• _ dr _ = _ dr _ 

• ir • /1 -4 — -4— t 一 3 _L 1 


l+x z -\-x s 


x 4 V+«r_ 3 + l 
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. 函数的积分法的各种例题第三 章髮不 定积分 



【 2138 】 


(l+x)dr 
+ Vx + X 2 



241 





(1+x) 


-Jln(l+x + i 2 )d ( 土 ) 


ln(l+j + x 2 ) 
l+：r 


2工+1 


(l+j ： )(l+x + x 2 ) 


dr 


. 函数的积分法的各种例题 


— ln(l +j + j 2 ) , f / 

rp^+J(r 

ln(l+j + j 2 ) , 1J 

+ |j 1+ 2+户-| 


x + 2_L_ 

1+x + x 2 1+x 


)dr 


_2x±l_ 

1+X+X 2 


dr 


1+x 


dr 


ln(l+J + x 2 ) 

1+x 


+ >/3arctan 


2x+l 

"7T 


|~ln(l + x + x 2 ) 


In I l+a: | + C 


lnd+x + j： 2 ) , l^l+jr + x 2 

—-r+^—~+T ln d-K；?" 


+ 73arctan 


2j+1 

~JT 


+ C. 


【 2140 】 (2x + 3) arccos( 2x — 3) dr. 


(2 T + 3) arccos( 2^ — 3)dr 


arccos(2x — 3)d(x 2 + 3x) 


(x 2 + 3x)arccos(2o- —3) 



x 2 +3x 
—x 2 + 3x — 2 


d:r 


(x 2 + 3a:)arccos(2a* —3) — J V—x 2 + 3x — 2dr 


-3 


— 2j + 3 
r —:r 2 +3*r-2 


dr 

-x 2 +3x-2 


(x 2 + 3j)arccos(2j- — 3) 


.v(i 


)4 


o r d(-x 2 +3x-2) , 7 
y-x 2 +3j：-2 • 


dlx 


(1 \ 


\ 



吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


X 


(工 2 + 3x)arccos(2x — 3) 


2 


v — x 2 +3x — 


8 


arcsin(2x — 3) — 6 v — j 2 + 3x — 


+ 7arcsin(2j — 3) +C 

(: r 2 -\-3x — 营) arccos(2:r — 3) 

- 2j t 21 y-x 2 +3x-2+C. 


【 2141 】 Uln(4+x 4 )dr. 


解 


xln(4 f j 4 )cLr 


ln(4+x 4 )d(x 2 ) 


xMn(4+^)-2{^dr 
/111(4+: 4 )-2| (j- 


4+x 4 


务 j* 2 ln(4 + ? ) —-x 2 + 2arctan(f j+C. 


【 2142 】 


arcsiar 


x 2 


1+x 2 

v/T^? 


解 I 


arcsiar 1 十 


x 2 


yi-x 2 


,dr 


arcsiar 


x 2 \/l — x 2 


cLr + 


arcsinx 


dr 


sgarj 


arcsiar 


cLr+ 




arcsiarcK arcsiar) 


sgnr 


arcsiarcK JjT 1 — 1) + tt( arcsiar) 


sgnr 


( 


vl 一 j 2 


X 


arcsiar — J j+ -—(arcsiar) 
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• 函数的积分法的各种例题第三章不定积分 



_ 

【2144 】 x Vjc 2 + lln >/ j -' — 1 dr . 

W 

{ % 

解 ： sjx 1 + lln y / x 2 — ldx 
% 

= +Jln v^=Td[(l+x 2 )i] 


= 4~(1 + jt 2 )^ In y/x 2 — l — ^-[(1+x 2 ) 4 • - 2 J — dr. 
3 3 J — \ 

令 (l+x 2 )^ = ，，则 

x 2 + \ = t 2 ，: rdr = /d /， 所以 

(1 + j: 2 )^ 2 X dr 

x L — 1 

= I^ 2 d/= I (' 2+2 + ^) d/ 

= \e+2t+42\n +C 

3 /+V2 

/T+^-72 r 
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吉米多维奇数学分析 



J 2 + lln Jx 1 — lcLr 


(l+:r 2 ) 音 In 


r = r _ 华 


-^ln 


/ T +7 - >/2 
/1+7+72 


【2145】 


解 


_ ■ 

1一 


l — X 


7 fe ln 7 i =' 


IZZI ■ ■ 


I ,n 7 f 


. cK / r 11 ^") 


一 y/\—J： 2 \n 


if 


x(\—x) 
-or 2 )(2- ： r ) 」 


dr 


'yi — x 2 (2 — = f (1— >r 2 )(2 — j 

• x(\-x) ~ J xd-x) 


2 + n 2 


■ ! ■ 


dr + dr _ f x 
X y/l—X^ V\—X Z J y /1 — 

r d (丄） 

! — x — + arcsiar + V 1 — x 4 


dr 


— 21n — +^— — 1 + arcsiar + */l — x 2 + C 


一 21n t —-—— + arcsiar + VY— 


7+c. 


所以 


- -- 

1- 


I —X 


~ yi ^ in-=-ln 


l + / l ^ 
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• 函数的积分法的各种例题第三章不定积分 


+ >7rarcsiar + 7 Vl—x 2 + C 


(0<x<l) 


121461 1(2^7 - 


设 tan 


，不妨限制 一 7l<：r < 7T ， 则 


丄 2 /」 2d/ 

腑 = 1^7，心 = 1^?， 


所以 


1 (2 + siar) 2 = 2"! (T+ 


+ / 2 


(1+/ + P) 2 


t (1+/ + / 2 ) — 士 (2/ + 1 )+士 

2J UTT+TY 2 d/ 


I 


(i-ht + t 2 ) 2 

dt 1 fd(l+/ + / 2 ) 
\+t + t 2 4 」 （ l+z + z 2 ) 2 


+ I 1 nT7+77 




I (1+r + r 2 ) 2 

dt 

(1+/ + / 2 ) 2 . 


而由 1921 题递推公式有 

dt 

(l+t + t 2 ) 2 


4 rclan 2^±l +Cl 

3(1+/ + / 2 ) 373 /3 




dr 

— siar) 2 



arctan 


2 / + 1 

~7T 


t + 2 

6(/ 2 +/ + l) 


+ C 2 


sin y + 2cos -y 


泰 

373 


arctan 


1 + 2 tan 


cos 


X X 


+c 2 


1 + sin 7 cos 


cos 


2 I 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


1 + 2tan 


x 


3J3 


arctan 


cosx 


73 


3(2 + sinjr) 


【2147】 


sin4x 


sin^x + cos s x 


dr. 


解由于 

sin s j + cos^x 


(sin'x + cos 5 j) 2 — 2sin , xcos , x 


[(sin 2 j- + cos 2 j) 2 — 2sin~ j*cos 2 x] 2 — —sin 1 2x 

O 


=(1 —+sin L ’2j) —+sin s 


2x 


- 7 T (sin 1 2x — 8sin 2 2x + 8) 


(sin 2 2x-4-272)( sin 2 2x-4 + 2^2) 


所以 


32 


(cos4 j + 7 + 4 72) (cos4x + 7 _ 2 72) 


sin4x 


sin 8 ^ + cos 8 x 


dr 


32 


- j 


872 


sin4x 


cos4*r -4- 7 — 4 72 


sin4jcLr 


cos4x + 7 + 4>/2 J 


1 ln cos4x + 7 + 4y2 
y/2 cos4o* + 7 — 4 >/2 


【2148】 


dr 


siar 


yiT 


co&r 


解 设 >/l+cosx 


则 


siar = t >/2 — t 2 ^ dr 


— 


c\t 


Jl — t 1 
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. 函数的积分法的各种例题第三章不定积分 


所以 


dr 

sinr \/1 + coso- 


-I 


t 2 (2-t 2 ) 


-犯 


2-r 


) d/ 


--L ln ^±i + C 

2 72 y/2-t 

_1_1 | n >/2 + y/l + COSJ 

1 + COSJ* 2 y/2 y/2 — \/1 + COSX 


+ C 


【 2149 】 




rctanjcLr. 


解 I ^"^^arctaardr 


J( a_ ^I^[) arctanj * cLz * 


a arctaardr — (a— b) arctarud(arctaar) 


orarctarrr 


4 


1 + 


r—?cLr — a - a ^(arctaar) 


=ararctarLr — ~-ln(l +x 2 ) 

121501 dr. 


a— b 


(arctaor) 2 +C\ 


解 


±^ln ^ dr 
o: 十 1 


.( a + ^ i ) , n | fri| dr 

+ 宁) J 1 


x — 


•r+l 

j — 1 
: r+ 1 


HJ 烏宁 ( H 語 

-\\-a\n I x 2 -l |+^-^ln 2 f 


x — 1 
x+l 


2 frr +c 


【 2151 】 

% 


j:\nr 

(l+*r 2 ) 2 
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lar 

l+x : 

lar 

l+i: 


ilj ? 

if (士 


dr 

x(l+x 2 ) 


l+o: 2 


)dr 


lar 

2(l+x 2 ) 


+ Trlar 


In(l + J： 2 ) +(’• 


[2152] 


jarctanr 

/Tk? 


dr. 


xarctarLr 

/ r + 7 " 


dr 


1 + ^arctaar 


Jarctaard( V\ + x 2 ) 


1 +J- 2 arctaar — ln(:r + \/1 + j 2 ) + C. 


【 2153 】 


sin2x 
1 + cos 1 x 


解 


sin2j-dr 
r \ + cos 4 : 


b = "l 


d(l + cos2 j ) 

(1 + cos2x) 2 + 4 


—ln( 1 + cos2 j- + >/ (1 + cos2x) 2 +4) + C 】 
— ln(cos 2 j- + Vi + cos 4 x ) + C. 


[2154] - 

• d 


arccosx 




dr. 


x °arccosx 




arccosjdC V\— x 2 ) 


—x 2 y/\— x z arccosj- 
4 - [ J\— ^ ( 2j-arccosj* 




x 2 \/l — x 2 arccosx — 


x 2 dr 
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• 函数的积分法的各种例题第三章 


— [arccosxd[(1 —x 2 )^ ] 

—x 2 y/\— x 2 arccosa* —— |-(1 — j* 2 )^arccosi 

^ o 

- ^[(1-J ： 2 ) 号 _■ 1 dr 

3J / r = r ? 


—x 2 v I — j : 2 arccosx — 


- 吾 (1 -:r 2 ) Vl—j ： 2 arccosj* — |-j + 吾： r 3 + C 


^ /T^arccosx - 


【 2155 】 

鼇 


x arctaar 

l+x 2 


dr. 


解 


j^arctqrir ^ = J (x 2 ~ 1 + ^7^2 ) arctarircb* 


arctarircKa^ ) 

% 


1 +x^ / 

arctaardr + f arctanrd( arctaar) 



arctaru* 


f 工 - j.2 ^ — Jarctarkr 


1+x 2 


dr + -^-(arctaar) 


arctaar 


3 1 ( 


1+x 2 


)dr 


xarctaru* 




(㈣ 


arctaar 


- 如 ： 2 + 音 ln(l+i 2 〉 


+ 7 (arctaar) 2 +C 


【 2156 】 


解 


jarccoLr 

(l+x 2 ) 2 

xarccotrdr _ 
(1+x 2 ) 2 " 


dr. 


{Jarccotxdf^) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 



arccotjr 

2(1+工 2 ) 

arccotr 

2(l+x 2 ) 


皆[ 


dr 

(l+x 2 ) 2 

X 

2Cr 2 + l) 


lA^ arCCOtr 


4Cr 2 + l) 


arccotr 


+ C. 


'+c 


【 2157】 f cLr. 


'J (1-x 2 ) 2 

土 (： + y/TT7~) 
(1-x 2 ) 2 


dr 


iJln( J +/TT7 r )d( r ^ J ) 
Ki^7] Mx+ 77377 


d -^) yi +^ 


设 


tan/ 


( 十， < 号)， 


\ + x 2 = sec/,cLr = sec 2 /^, 


所以 


(l-x 2 ) /TFT" 


dr 


= f secrd/ = r 

J 1 — tan 2 ，J 

= f d(sin/) = 

J 1 — 2sin 2 r ， 


cos/d/ 

cos 2 1 — sin 2 ^ 


4，ln 1 +C 

2>/2 1 — >/2sin/ 


^-ln +C . 

2>/2 yi+x 2 -72 x 


: rln (: r + y/l +:r 2 ) 
(1+x 2 ) 2 

ln(j+ y 1 + J- 2 ) 
"~~~2(1-X 2 ) 


dr 


-^ln ^±Z + f X +C. 

4>/2 \/l +x 2 — V2x 


【 2158 】 


1 — j ： 2 arcsiiircLr. 
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. 函数的积分法的各种例题第三章不定积分 


解 


因此 


y/\ — x 2 arcsirudr 


—x 2 arcsinr 




.arcsiar ^ 


j* \/1 — x 2 arcsinj* — ^ - J \/l — x 2 arcsiardr 


an 

7i 


arcsine 


1 —j: 2 arcsiardr 


x vl — j- 2 arcsirLr 


J_ arcsirtr 

v/T 1 


dr 


/P=1JarCsirlr — f + |(arcsiar)^C. 


【 2159 】 x( 1 +x 2 ) arccotxdr. 


解 ：r (1 + or 2 ) arccotrdr 

% 

=+Jarccotrd[(l + j: 2 ) 2 ] 

=j(l +: 2 ) 2 arccotr+ jj\l +x 2 )dr 


寸 (1 + x 2 ) 2 arccotr + 专 + + C. 


【 2160 】 ^ 

_ 


(1 + lrir)dr. 


解 


+ lar)dr = e J,nr (l + lar)dr 


% 

e jlar 

% 


d(xlar) = e 如 +C = 卢 +C 


【 2161 】 


arcsine 


dr. 


解 


arcsine 


dr 




arcsine! 


d(e_:) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


e r arcsine r + 


dr 


e arcsine 


VI-t 
d(e 




e J arcsine J — ln(e— J + %/e 士 一 1) + C 


•r — e r arcsine J — ln(l + v 1 — e 2j ) + C. 


【 2162 】 


arcta 


ne^ 


ef (1+eO 


dr. 


解 


arctane- 


= f (e J + 1 — e J )ar ctane 号 
T ) 」 ef(l+e r 


e?(l + 


dr 


^ i I f arctane^ 

? 2 arctane ， or — —— ~ - 

J 1 + e 

— 2[arctane^d(e ^ )— 2^arctane^d(arctane^ ) 


1+e" 


(arctane^ ) 


— 2e~ ^ arctane^ + 

— 2e 号 arctane^ — (arctane^ ) 2 + J" (1 ——) cLr 
一 2e ^arctane 号一 (arctane^ )' +j* —ln( 1 +e r ) +C 


【 2163 】 


解 


dr 


(e^ 1 +l) 2 -(e^+1) 2 " 


dr 


(e^ l +l) 2 -(e^+1) 2 


I 

% 

% 


dr 


(e^ 1 -eKe 州 +e x ~ , +2) 


dr 


e J (e — e _1 )[e J (e + e— 1 ) + 2] 


2(e-e 


4shl 


e 




e + e 


(e + e—)+2 


dr 


dr 


4shlJ l+e J chl 
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. 函数的积分法的各种例题 


第三章不定积分 










吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


= e x tan 4 + C. 


[2166] 


I 1 丨 dr. 


解 I 丨 x I dr = sgn.r 


xdx 


(sgar) 


+ C 


x 工 I 


【 2167 】 


i I x I 


解 


:r I 了 I dr = (sgrtr) 


(sgar) ^r+C 


x 1 


2 dr 


U| 


【 2168 】 


(a'+l x I ) 2 dr. 


解 


(x+| x |) 2 dr = Cx 2 +2x I x |+U 


x 2 dr + 2sgi 


x 


dr 


+4(sgar)x 3 +C 


3 


j: 2 (x + I x I) + C. 


【 2169 】 j{| l+x|-| l-x|}dr. 

解 J{| 1+x |-| l-x\}dx 

I 1 +x I d(l+x)+J I 1 —x I 


d(l 


sgn(l +:r) 


(l+x)d(l+x) 


l 2 )dr 


—x) 
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. 函数的积分法的各种例题第三章不定积分 


( l + jr ) | 1 +x | 丄 （1—* r ) | 1 — x | 


+ C 


【2170 】 e J, dr 
解 当 *r > 0时 


e J dr 


I e " J 


cb = e ~"+ C , 


当 ^<0 时 


e ,a, 


dr 


e J dr = e J + C 2 . 


由于在 （_ oo , + oo ) 内连续，故其原函数必在 
(_ oo , +〜） 内连续可微，且任意两个原函数之间差一常数，设 
FU ) 为满足 F (0) =0的原函数.由前面的讨论知 


-nG ， 

F(x) = < 

le r +C 2 ， 

其中 G ， C 2 是常数，由于 

0 = F (0) = limF ( jr )， 


x^O 

j<0. 


所以 

因此 


FU ) 


因此 




■l+c* = 1+C 2 ， 

1 ， c 2 =-u 

Jl — e % x ^ 0 

_ V- 1 , x<0. 

dr = Fix ) +C 


l - e _ x + C , 

e J —1+ C ， x <0. 


【2171】 max ( l , x 2 ) dr . 


当 U I <1 时 

丨 

max ( 1 ，: r 2 )dr = 


dr 


+ C , 


当 x > 1 时 


257 





吉米多维奇数学分习题全解(三） 


max( 1 ，了 2 )dr 


dr 


+ C 2 , 


X <— 1 时 


max(l 9 x 2 )dr 


x 2 dr = 4 x 3 +C 3 


设 F ( x ) 为满足 F(l) = 1 的原函数，则上面的讨论知 

JT + Ci ， — 1 ^ X ^ 


F(x) 


、3 


i 3 +C 2 ， x >\ 9 


+ C 3 ， X <— 


其中 C M C 2 ，C 3 是常数，由于 


F(l) = lim F(x), 


有 


1+C, =4+ c 2 , 


故 

又 

有 

故 

从而 


因此 


C, = 0，C 2 =音， 

F (— 1) = lim F(j) ， 

-i=-}+c 3 ， 

r 2 
C3= —r 


F ( x ) 



j > 1, 
x <— 1. 


max(l，:r 2 )cLr = FCx ) 十 C 



当 I *r |<1 时， 
当 U|>1 时. 
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>. 函数的积分法的各种例题第三章 不定积分 

【2172】 pCr ) dr ， 其中 cpU ) 为 1 数至其最接近的整数的 距离. 
% 

x — yu 当” < :r < n + ^•时， 

解 < p ( x ) = ^ 

— 1 + ” + 1， 当 w + y < :r <Oz + 1 日才. 
由于在(_^>0，+00)内连续，故其原函数在(一 OO , +00) 


内连续可微，设 FCr) 是满足 F(0) = 

= 0 的原函数，则 


^r-?lZ-\-C n9 

当 ” < O' < ” ■ 时， 

F(x) = 

< 

-^ + (ri-l)x + C ， n9 

当 》+ 

U 

+ < «r < ;? + 1 时 . 

其中 c^c 7 ,, 为常数，由 




lim F(:r) = F(w + 备）， 

)~° 


有 

C\, = C” - (n + + ) ，故 

y - nr + C : ， 

L 


当《 <1<” + -|•时 

F(j-) = 

+ ( W + l)x-(» + {) 2 

+c „， 

当 w + j<*r<w+l 

又 

lim FU) =F( W + 1 )， 可得 



c^ x = u + i ) 2 -(«+ 士 ) 2 + c ; 

= C n +n-\--j. 


显然 

Co = F(0) =0 ， 


因此 

C n = +n(2” + l) •故 


F ( x ) = •< 

专一虹 + +w(2" + l )， 

一 f + (n + lXr- + (2w+ 1)07 + 1 )， 

+ 时， 

当《 + -^<10 + 1 时 . 
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f 1-2( j — w — ^-)]当《+ 时. 

记 （ x ) = I — [* r ] ，即表 I 的小数部分，那么 

F( :) = i + j (⑴- + H 1 - 如_+| 卜 

故 J ^( x)dr 

= f + {( ( - r )_ i ){ 1 - 2 | ( j )_ l | } +c - 

【 2173 】 [I] I siirn dr (x ^ 0) 

% 

解， 在区间 [0，1)，[1，2)，[2,3)广.[[1],1)上确定满足条 
件 F (0) =0的原函数. 

在 [0,1) 上 

F ( jr ) = 0 • simrrdr = C ! ， 

而 C , = F (0) =0,所以 

F ( x ) = 0, F (1)- F (0) = 0. 

在[1，2)上 

F ( x ) =— sin 7 U*dr =丄 cos 7 c*r + C 2 ， 

7 T 

C 2 = -, F (2)- F (1)= 

丌 7 T 

在 [2,3) 上 

F ( x ) = 2 sin 7 CJcLr = —— cos 7 r j + C 3 , 

丌 

C 3 = F (2)+- = ^, 

丌 7 T 

F (3) — F (2)=—, 

7 T 
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. 函数的积分法的各种例题第三章_不定积分 


在 [0]，* r ) 上 


从而 


Fix) = (― l) u ][j ： ][sin7rrcLr 

= ( —1) [ " ] O] (― j ) C0S7TX + , 


FCr )- F ([>]) 


—l) w 「x 


(C0S7r[x] — COS7TX) 


F(x) = (F(l) - F(0)) + (F(2) - F(l)) -f 
+ (F(0])-F([x]-1)) 

■ (— 1 )-U / r -I 、 


(COS7r[x] — COS7TX ) 


-1- h … 

7T 丌 


2( fxl - l ) 


(-l) w fx 


(cOSTr[j] — C0S7T0：) 


M - ( M - l ) , (- l) M • rvi • (- l) M 


—1) [ 幻 • [xlcOSTT-T 


因此 


Lr] 


([x] — (— l) [J ]COS7U*). 


J [ x ] I sin 7 TJ I dr 




([x] — (— 1) r COS7tj)+C. 


【2174】 / Cr ) dr ， 其中 


fix) 


\- oc 2 当 UI <1 时， 
1-1 x I 当 U |>lBt 


解当 UI <1 时 


/( x)dr 


J ( l -* r 2 )dr 




+ Ci ， 
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当 了 > 1 时 

/(j-)dr = (1 — o*)dr = j* —^ +C 2 » 

: r <- 1 时 

/(^)cLr = J(l+x)cLr = x + ^+C 3 , 

设 F(*r) 为 F(0) = 0 的原函数.则 

C 〗 =0 ， F(l+0) = y+C 2 = F(l) = 1- +， 

F(-l-O) =—+ +C 3 = F(-l) =-l+ + , 

所以 C, =0 ， C 2 = + ， C 3 =_ 音 . 

从而 

了 一 t ， 当丨了 1 时， 

F(x) == <' r — f+ + , 当 i〉l 时， 

J + Y — ^，当 *r <— 1 时 . 


因此 



当丨了1<1时， 

当 UI >1 时. 



•T 一专 +C ， I X 1 » 

X — X 1 广 1 ++Sgar + C I a: |> 1. 


【 2175 】 /Cr)dr; 式中 
% 
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• 函数的积分法的各种例题第三章不定积分 


1 ， 若 _oo< ： r<0 ; 

•r+1 ， 若 0<o:<l ; 

Zxn 若 1 < *r <+ 00 . 


解 当 一 oo<j ： <0 时 


j/(x)dr 
当 0<«r<l 时 

f(x)dr 
当 10<+00 日 ; 


dr = x + Ci , 


(:r + l)dr = + x + C 2 


I f(x)dr = ^2xdr = a* 2 +C 3 ， 


设 F(x) 为满足 F(0) = 0 的原函数，则由 C 2 = F(0) 


Ci = F(0 — 0) = F(0) = 0, 
F(l + 0) = 1+C 3 = F(l)= 


+ 1， 


所以 


0 ， C 2 = 0 ， C 3 


•即 

当一 oo< I<0 时， 


F(x) 


+ 1 , 当时， 


+ 4 ，当 1<I<+CXD 时 . 


因此 


• U + C ， 


当 一 °°<:r<0 时 


J/(x)cLr 


+ x + C, 当 0<«r< 1 时， 


• 2 + 4+C ， 当 l<:r<+ ①时 . 


【 2176 】求解 xf\x)dx. 

% 

解 = xd( f (x )) = xf\x) — J (x)dz 
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= xf\jc)-f(,x)+C. 

% 

【 2177 】求解 /(2x)dr. 

鼇 

解 J /(2 x)dr = y [/(2 x ) d (2 x ) = y /(2 x )+ C . 
【 2178 】若 /Cr 2 ) = 丄 ( 了 >0) ，求解 /Cr). 

解由 /Cr 2 ) = 丄， 


/⑴ 


于是 f(x) 






【 2179 】若 /(sink) = a 
解 由 /(smx) = cos 2 x 
得 / (x) = 1 — X. 

所以 fix) =|/(x)dr = J 


J 声 = 2V^ + C 

cos 2 :r ， 求解 /(x). 


s\n"x 


x)±r 


x 2 + C 


I <1) 


【 2180 】若 

/ / (lar) = 

\x^ 

且 /(O) =0 ，求解 /( 了 ) 
解设 /=lar ， 


当 0<*r<l ， 

当 l<*r<+oOi 


/⑴ 


当 一 OO</<0 
当 0< 〖 <+oo. 


/ 


(o-)dr 


u . *r 十 C '， —co < x ^ 0, 

于是 /( 1 )= / (x)dz = -< 

+ C 2 » 0 < x <+ oo. 

其中 G ， C 2 为常数，由假设有 /(0) =0 ,从而 


Ci = /(0) 
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. 函数的积分法的各种例题第三章不定积分 


C 2 + l = /(1+0) =/(0) 

c 2 =-1. 


因此 


} = 当 一 oo<*r<0 时， 

1 工 — if — 1，当0<了<+00时. 

【 2180. 1 】设 /(x ) 为连续单调函数且广为它的反函 


数 . 证 明:若 /Cr)dr = F(x)+C, 


则 


馨 

广 1 (x)dx = F (广 1 (:r)) + C. 

% 


研究例题： 

(1) /(:) =x n Cri>0 )； 
(3) f(x) = arcsiar ； 


(2) f(x) = e J ； 

(4) fix) = artkr. 


证 J 广 Ux)dr = xf~ l (x)- \xd(f l U)), 


令 


/ = 广 1 (x), 
x — /(/)• 


所以 


id (广 Ui)) = \fU)At = FU)+C 


F ( 广 1 ⑴） +C, 


因此 


广 1 (x)dr = xrHx)- F ( 广 1 (j*)) + C. 


(1) fix) 

FU) 




— ± — 

” + r r ’ 


r 1 ⑴ 


所以 


r 1 

_ 


(x)dr 


Jo*" dr 


n 士 —— L^)h+C 

w + 1 
n zzi n 

^T\ xn +c 


(2) /Cr) = e% 
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则 


FU) = = lar. 


/ 1 (x)dr = J lardr 

=x • hxz — e ,ar +C 
=xlrir — jt + C. 

(3) f(x) = arcsiar,g(x)= 广 （ *r) 


从而 


/f(*r)dr 


sinj-dr 


cosx + C. 


所以 


/(j-)dr = g— 1 ⑴ dr 


=jarcsior — cos(arcsiar) +C 
=xarcsiar — Vl — x 2 + C. 


(4) fix) = artkr,g(x) = f ] ix) = thx, 

而 J^(a:)cLr = jtkrdr = ln(chx) +C ， 

所以 J f(x)dr = 1 (x)dr = xarth.r — ln(ch(arthj*)) +C. 
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• 定积分作为和的极限 第四章定积分 


第四章 


定积分 


§ 1 . 定积分作为和的极限 

1. 黎曼积分若函数 / Cr ) 在区间有定义，而且 


: To < < ^2 < …< A 


贝嫩 /(J)cLr = lim D/ ( 色 ) 紅， ① 

J a mnxl Ar- | - ^0 | = q 

(其中 JO, < 6 <:rH 及 At, = JT^\ — 了,），称为函数 /(I) 在 [a ， 6] 
区间的积分 . 

极限①存在的必要且充分条 件为： 积分下和 5= 1；^,^ 

i=0 

与积分上和 5 ，在 max | !— 0 时有共同的极限 . 


① 


式中 


inf f { x ) 



/⑴ • 


若等式①右边的极限存在，则函数 /( t ) 称为在相应区间内 
可积分(常义的).特别是：（1)连续 函数； （2) 具有有穷个不连续 
点的有界函数； （3) 单调有界函数等，均在任意有穷区间内可积 
分.若函数 /( a ) 在 [ a ,6] 区间无界，则它在 [_ aM 区间常义上不 
可积分. 

2. 可积分条件函数 / Or ) 在闭区间 [ a ，6] 可积分的充要条 
件是以下等式 成立： 


lim 

riaxl | 

M,- 


紅 


其中= M , _ m ,， 为函数 fix ) 在的振幅 • 

【2181】把区间[一 1，4] 分为 n 个相等子区间，并取这些子 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 



区间的中点作自变量值 6 (i = 0， l ， …, M -1)， 求函数 / Cr ) = 1 + 
• r 在该区间的积分和 S „. 


解 每个子区间的长度& = *， 

第 Z 个子区间为(一1 + ^， 一 1 + ^」」 ) ，其中 

于是，所求积分和为 

s n = |[i + (-i + l( l + |))]l 

= Pg (- i )= f - 

【 2182 】 若 

(1) fix) = x 3 [― 2 ^ x ^ 3] ? 

(2) /(:)=/? [0< x < 1]； 

(3) fix) =2 J [0< j :< 10]. 

把相应区间分成〃个等份，求出给定函数 /( x ) 在相应区间的积分 
上和艮与积分下和匕 • 

解 （1) 将区间[一2,3> 等分，则每一个子区间的长为 Ax 
=i ，且第， 个子区 间为 

'-2 + -, -2 + 5(f + 1) l (i = 0,1，".，《-1) 

n n J 

设分别表示函数 / Cr ) 在第/个子区间上的上确界及 
下确界.而 / Or ) =/为增函数，所以 

m , = (-2 + ^) 3 , M , = [一2 + 5(二1) ]3 

a = o ， i ， 2 , …， 72 — 1 )， 

所以 ^ = S (_ 2 + f f 吾 
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8n •— 


Xi ) 2 § H ( i ) 3 皆 




40 + 


12 • 25 (n 




125(2” 3 -3” 2 +”） 


… 2n 2 

, 625(n 4 -2n 3 -hn 2 ) 
4^ - 

65 175 , 125 
4 2n 4n 2 ’ 


S” = ^M,At,- = 2(_2 + ~(’ + l)) ~ 

i=0 i=o ' n 7 71 

=s + 3 3 . — — (― 2) 3 — = 65 -j. 1Z2 125 

么十 J ^ n 4 In 卞 


(2)^r = -,m ( 




0，1，2,… 


n-\ 1 /—T- r ir 1 

于是 ^ = = 


厂 1 1 


L±I 


i=0 


4± v 7 = &+4 

n 2 i=i n 2 


(3) 


, m t = 2 心， M , = 2_ 汝 


(i = 0，1，2, …， ”一 1)， 

于是么 = 2 一 ,= 丛 2 2 - 

1=0 71 i=0 

= 10 # 2 wAr -l = 10230 

— ” # 2^-1 打 (2 詧 -1 )， 

^ = 2^* = -S 2< ^ 1,Ar 
1=0 n 1=0 

= 10 2^(2^-!) = 10230 > 2^ 

71 2*^-1 77(2^ -1)* 
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【2183】把区间 [1 ，2]分成〃份，使这些分点的横坐标构成 
等比级数，求函数 / Cr ) =/在区间[1，2]的下积分和.当⑺ 
B 寸，这个和的极限等于什么？ 

解设 2 = g '即 


q = Tl . 分点为 

1 = (7° < 7丨 < 7 2 < …< V = 2. 

由于 / Cr ) = a l 在[1，2]上为增函数•故积分下和为 


U 1 

么= 




= 0 


= 0 


(广】 二 1〉 


31(72-1) 

732-1 


故 lim S „ = 31 • lim 1 

一 一 >732-1 

= 31 _1_ = 31 

— — 716+78+74+72 + 1 " 5- 

【2184】根据积分的定义，求出(抑+尔） d/， 其中％ 与#为 

常数 • 

解 /(/) =队+讲，容易验证〔/(/)山存在. 

将 [0， T > 等分，则 Ax = f ，取 


于是 


因此 


6 = i'Ar (i = 0 ， 1 ， 2, …，， j 

n—\ 

S„ = (训 十 «gZlr)Ax 


Vq 


T+^ 


n(n — 1) 


1)， 


(v 0 + gt)dt = Vm\(v 0 T + ^v~ 

0 ir-^ V TV 
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= v 0 T + ^ f . 

以适当的方式划分积分的区间，把积分看作对应积分和的极 
限，并计算定 积分： 

【2185】 x 2 dr. 

-i 

解将区间[_1,2> 等分，则 

A A 3 

Aj ：/ = Zlr =— , 


1 + zAr 


0，1，2,…， w — 1)， 


作和 


2 ㈠ + ^) 2 Ax 


=• — 2 At 2 2 > + & 3 》 2 = 3 + ^ f - 7 

i-O i «0 

因为 / Cr ) 在[一1，2]上连续，故 f 2 « r 2 dr 存在，因此 


,L， dr = limS” = lim (3 + -—^) = 3. 


【2186】 fa" clr (a>0). 

0 


解当 a 关 1 时，将区间 [0,1> 等分，么 r = ^•，取 






吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


解 将区间 |0, 寻 „ 等分，得 & = 弄，取 




VK 

Yn 


In 


(/ = 0,1，2, — 1) 


作和式 S„ = y^AxsinzAr ， 


由于 sin/Ax 


2sin 


4 r 


2i-1 


2z + l 


■ 

■ 


所以 S" 


Ax 


2sin 




S(cos 


Ar — cos 


2/+1 






cos ¥ - cos ^ 




4n ( 

n ' 
sin — 
An 


cos 


丌 

Yn 


2n — 1 

C 0 S 17^ 


因此 


siardr 


• TT \ 


sin 


cos — 

丌 \ 4 w 

hi 


2n — 1 


i . 


【2188】 


cos/d/. 


解 将区间 [o,i> 等分，得〜 =I ，取 


^ 


LT 


0，1，2,…，”一1)， 


作和式 S„ = Xzycos/A /， 由于 


隱△， = -^( 


2sin 


sin^±iA/-sm 


in 宁 △/) 
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从而 


2 A/cosz'A/ 


A / 

2sin 


sin^i 


r" A/+sin f 


• x 2n 


sin 


sin S . 


2?i 


因此 


cos/d/ = lim 


2n 


o 


sin 




厂. 2 71 — 1 

L sin ~^ r * 


sin 


2 n 


s \ ru \ 


【2189】 " ( 0 < a < b ). 

J a X 

提示:设色 = y ^ xn-i (t = o ， i， …，" 
解 将区间等分，设分点为 

a = Jc {) <xj < 0 *!— <x n = b. 


取 f 1 = VxiXn-i (/= 0 ， 1 ， 2,… ， w—1 )， 

显然 6 e >,， xw]， 作和 

S n = = 2」一 (:汁1 - 

1=0 1=0 了 ，•工出 

= ff 丄一 1)=丄 一丄， 

合 ( x M ) a b 

因此 [与 =limS" = 丄一 士. 

Ja a b 


【2190】 f 尸 dr (0<a< b；m 关 一 1 )• 

a 

提 示:选 择分点•使得它们的横坐标 1 形成几何级数. 

解 选取诸分点，使得它们的横坐标 A 形成一几何级数，即 
0 < og < og 2 < … < < …< aq^ ] < aq n = b, 
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其中 q 


7 F ， 取 


= aq ' (/ = 0，1，2,…， w — 1)，作和式 


n § n 暴 

- aqi ) 


r n 


0 


i=0 

n—\ 


a wrf, ( 9 -l)2]9 <wrf，)， 

i=0 

Qn(ntr^\) _ 






ay 


, m+l 


) 


Q— 1 

( f r ' X - 1 


由下 = =1, 所以 


•b 


x m ±c = \ imS n = 


lim 


k m+l 


Q— 1 

( f^ X -1 


b ml 


cf n +(f- x H - h^+l 


,wf 1 


【2191】 


I 


w + 1 - 

— ( 0 < a < b ). 

a X 


解取 n +1 个分点 a ， ^ ，％，使其成等比级数即分 


点为 


“ < 叫 < 叫 2 < …< aq’ < …< aq n ] < aq" — b 


其中 q 


7 F ， 


取 


Cl = aq 


(i = 0，1，2, w — 1)， 


作和 S n = ^ j ( aq i y ] ( aq rr{ — aq 1 ) 


n(q — 1) 
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所以 



limS,， = lim 


(fr- 


In 立 


【2192】计算泊松积分，当 U |< 1; U |> 1时 

n 

ln(l — 2acosx 4 - a 2 )dx. 

Jo 

提示.•利用多项式 a 2 ” 一 1 二次因子分解. 

解因为 

(1-1 a |) 2 <l-2acosx + aS 

所以当丨 a I 弇 1 时， ln ( 1 — 2 acosx + a 2 ) 是连续的,故积分存在.将 
区间 [0,7 T ]〃 等分，作和式 

S n = — 2 In ( 1 — 2acos — 4- a ') 
n \ n ) 

= —In (1 + (1 - 2 acos _+ a 」)]. 


另一方面 


0 有⑸根，它们分别为 


cos 


^ + /sin ^ 


1,2，.“77— 1) 


6^ = cos — — /sin — 

n n 


(k = 1，2, — 1 ) 


，e n =— 1，其中 / = y— 1，所以 

IT-I 




故 Sw= 

n a* — 1 

n La — 1 J 

因此 （1) 当 la |<1 时 ，limS„ = 0 •故 
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ln(l — 2acosx + a 2 ) dr = 0. 


o 


⑵当 M>i 时 

a + 1 a 2n 


S fl 


!ln 

n 


_a 


-1 a 2w 


• a 


In 


2 兀 Ink | + 晋 In 




古 )] 


于是 limS„ = 27rln | a | •故 


ln( 1 — 2acosx + a' )dr = 27rln | a |. 

[21931 设函数 /U ) 与 cpU) 在区间 |>,6] 上连续 • 证明 : 


n^\ 




/(x)^(x)dr 


其中 d ^ Xh-i ♦ < 6, ^ x^i (i = 0 ， lr” ， ” 一 l) 

及 Ax, = x^-i — Xi (x 0 = a,x n = b). 

证因为 /(x) 及 (pijo ) 均在 [a， 6 ] 上连续，故也在 


[a ， 6] 上连续 . 所以•积分 


f (x)<p(x)dx 存在，且 


f(x)(p(x)dx = lim 乞 /( 色 )〆 名 ) A^r , ， 

max Ar-1-^0 — n 


① 


由于 /(*r) 在 [> ， 6] 上连续，故有界 . 所以存在常数 M> 0 ,使 
I /(:) \<Mue 0,6]) ，又 〆 x) 在 [ 以 ] 上连续，从而一致连 
续，因此， \/£>0, 存在 5>0. 使得当 max | Ax, |<汐时 


从而 


| 9 ( 仗 )- 辦 ) \<M(b-aY 
| y^j f(^)(p(di)Az, — y^/(g,)^(g ； )A>r t I 

i =0 1=0 

rr-l 

= 12/ ⑹[⑽,） ^ 


i=0 

n—\ 


I /( e ) \\cp(d x )-cp(^) II 
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< 2 > 


M(b — a) 


n^\ 


因此 


1&. 丨一 0 -_a n 


② 


由①及②式可得 


n—\ 


f (x)(p(x)dx = lim X /O ( 伏 ) 紅 • 

a maxAr, —0,， 0 

[2193. 1] 设 /(* r ) 在区间 [0,1] 上有界且单凋，证 明: 


: / Cr)dr — 士 g /(+)=0( 士). 


证因为 /(. r ) 在[0，1]上的单调有界函数，所以 / Cr)dr 

0 


存在，并且 


f(jr)dr = lim 

0 max 1 ， 0 务 = 0 

将 [0，1> 等分，则 = Ax = ^••取 


々 + 1 


0，1，2，."”一1) 


则有 


亦即 


|V(x)dr= HmX ： /(^)l, 

【2193.2】设函数 /(* r ) 在区间 [ a ，6] 上有界且为凸函数（见 


1312) .证 明: 


(卜 a ) / ㈤ 左/⑹ 十⑴心 




a + b 


证因为 / Cr ) 为有界的凸函数，所以 fix ) 为0,6]上的连 
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续函数，从而 |/(*r)dr 存在 . 由于 /Cr) 为凸函数，所以 y = f\x) 
的图形位于连结 U ， /U)) ， (b ， f(b)) 两的弦的上方，且位于点 
(^./(^) ) 切线的下方，亦即 


，⑹一 /(“) 
b — a 


(n)+/(a)</Cr) 


从而有 


</( 

i ：[^ 


b±a 


-宁) +/( 

+ f(a) dr 

麵 


Xb)- f(a) 
b — a 


^ /(jOcLt 


b±a 


a 


<：[/( 


b +a 


b +a 


/( 宁 )]， 


容易计算得 




\a)+Rb) 


(b-a) 


{:[，( 宁 )(. 

=(b _ a )/( 乞 


厶 + a 


)+/( 宁)] 如 


因此 


(b — a) 


b±a 


(a) + f(b) 


^ I / (x)dr 
< (6 —a)/(^y^). 


【 2193.3 】 设当 : re [l,+oo ) 时 /(x) 6 C (2) [l,+oo) 
且 fix) ^0,/(x) ^ 0 ， /(ar) < 0. 

证明 ：当 ” — oo 时， 


Yjfik) = /(x)dr + 0(l )， 


① 
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证 由于/"(了）> 0 ,/\ x ) < 0,故 fix ) 在[1， + oo ) 上是 

单调增加且凸的函数，利用 2193.2 的结果有 

"fix) dx = 2r'/(j-)cLr 
J, T^\ Jk 



= ± f(k) -j^i 9 


即 Tjf ( k ) < jf ( n ) +J7(^)dr. ① 

另一方面 

士 /(”)+J:/Cr)dr 

=+/ ⑷ + 款 H /Cr)dr 

< +/(”) + 2/(々+ 士） 

，峰 i))+ g 也 ii^di 

+/ ⑴ + 士 /( 音)一/⑴ 

</(«-+)+ §/⑷++/(音)-/⑴ 

< 客抑 )++/( 音 ) 一 /( 1 )， 

即 - jf ( n ) + \ n f ( x)±c < ^ f ( k ) +0(1). ② 

L 1 * = 1 

结合①及②式，我们有 

2/(^) = +/㈤ + f/(:r)dr + 0(l). 

k =\ 乙 1 

【2193.4】设 /Cr) € C"[>，6]， 且 
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丄 


J > 此-宁…宁)， 


求 limw △，” 


n 


解 记 A = +々 


h——a 


(k = 1 ， … ， w )， 


n 




/ ⑴ 心-宁 g /(〜 V ) 


n 


b — a 


=±r 

k^\ j ^ 


[/(x) 一 /(j^)]dr. 


由于 /Cr) G 故当 7 / 充分大时，我们有 


f(X) — f(x k ) = f (x k )(x — J'k) +o(x — Xk) 
所以 ,r * 


^ 1 




-/(I) — f(x t )^(Lr 




J k 


J k-l 


[/ (x k )(jr — x k ) +o(x —^)]dr 
f / (x k )(x k 一 : Th ) 2 +o((x k — jth ) 2 ) 


/(A) 


(b — a) 2 


°(^) 


故 


lim wAn 


lim k [/(x) —/(x*)]dr 


=1“ 卜 1 


— \(,b — a) lim 2- 疒 ( 工 *) ~ — ^ + lim ” 文 of ) 

Ld n .4<=c 灰 = i Tl n •■ +c o ^ __ j ' TV / 


- —(6 —a 


V\x)dr+Um W 2 .o(^) 


- S(b — a) fix) 


+ 0 


[2194] 证明不连续函数 

fix) = sgn(sin f ) 
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在区间[0，1]可积分. 

证显然 f ( x ) = sgnfsinf ) 在[0，1]上有界，其不连续点 

是 o， 1 ， 士，士，…，士,…并且， /(x) ® [oa] 的任何部分区间上的 

振幅⑴<2•任给 e >0，/Cr) 在 ，ll 上只有有限个第一类间断 
点，故 /Cr) 在[責，1]上可积 • 因此，存在 7 >0, 使对 Lf ， 1] 的任 


何分法，只要 max | Ax, I < 7•就有 2 ⑷ i Ax, < 4 -. 


今 


8 = max|4-^| ，设 0 


=x 0 <Xi <0"0” = 1 是 [0 ， 1] 


上满足 max I Aj *, I < ^ 的分法. 
设，则有 


9T-1 t k 

2 ⑴ /Ax, < + ， ^ co, Ax, ^ 2^] Aj| <C 


故 


rt B 

< e ， 即 


lim 2 

nvix Ar.l-^O 

【 2195 】证明黎曼函数 

[0, 若 i 为无理数， 

孛 )=<! 丄，若 x = ' 


0•因此， /Cr) 在 [0,1] 上可积 • 


(其中 w 与〃（〃 > 1) 为互质整数）在任何有穷区间可积分. 
证设有限区间为 [ a，6]， 对于任意给定的 e > 0,取定一自 

然数 N > 2，则在[〜6]上分母 ,/<N 的有理数 A 只有限个，设 

6 n 


为々.V个 • W =志，则对于 [. ，聰意满足喊< _分法， 
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将所有的子区间分为两类，第一类为包含分母〃 < 的有理数 


n 


的所有子区间.而把不包含上述数的那些区间列为第二类，对于 
第一类区间，振幅从< 1 ，区间的个数不超过 2A V ， 而它们长度的 
总和不超过对于第二数，由于这些区间除无理数外，仅含分 

母 n > N 的有理数 f ， 而在这些有理点$上， 


( m \ 1.1 

n7) = ^ < N 9 


所以振幅从 <+. 


9 f-\ 


2 cui Ax,- < 2k>j8 + ]^ < f f 


rr — 里 


即 


lim 〉 

lArJ — “ 


0. 


maxi1-^) 

所以 # Cr ) 在 [ a ， 6 ]上可积• 

【 2196 】 证明 函数： 

若工关 0,/(:) = 士一 [士]及/(0) =0 

在区间[ 0 ， 1 ]可积分 • 

证函数 / Cr ) 在 [ 0 , 1 ] 上有界，其不连续点为 0 , 


4 ^ 


• • • 


，并且， / Cr ) 在[ 0 ， 1 ]上的任何子区间的振幅 0 ；< 1 . 


任给 e >0, 由于 /(1)在 ： '|，1] 上只有限个第一类间断点， 
故 /( x ) 在 ，1] 上可积.因此存在 7 > 0, 使得对匕， 1 ]上的任 
何分法当 max | Ax , |< 7 时，就有 ^ a >, Ar , < ~|•，令 3 = 


min 


£ 


V ，设 o = o :。 <々 <* r 2 < … < JT „ = 1 是[ 0 ， 1 ]上一个 
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/r~l 

分法且满足 max | Axi |<&设 A < | < x ^\ ，从而有 V ^ 

^ i=k+\ 

< f •又 

^jCv.Ax, < < _， 

rr—| 

故 ^ a ), Aj , < e . 

/f^l 

即 lim 2 cv , A . r , = 0. 

maxiAi, 一 0 -^ () 

因此， /( X ) 在 [0,1] 上可积. 

【2197】证明狄利克雷函数 

0，若 I 为无理数， 

X * r ~ U 若: r 为有理数， 

在任何区间不可积分. 

证在0,6]上的任何子区间上; fCr ) 的振幅从=1，所以， 
对任何分划有 

fT—l 

2 从紅 = b — a, 

它不趋于零.因此函数 f 工、 在 [ a ，6] 上不可积分 • 

【2198】设函数 J \ x ) 在 [ a ，6] 区间可积分，且 

当 < 了 < ^>丨时，/”（了）= sup /( x ) , 


其中 



(b — a)(i = 0 ， 1，…， w — l;，i = 1 ， 2，•••）. 


证明 ： lim「/„(oOdr = \ h f ( x )( Lc . 


证 fAx ) 是阶梯函数，其间断点不超过《_1，且为第一类 


间断点，因此( I ) dr 存在.又 


f n ( x)dr — 







吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


< r I Ux )- f ( x ) I dr 

• a 


2 f 1 I /" ( 工 ) —/(:) I ir 


1=0 v 

a-1 




f=o w 


r rfl 


CO 


rt ■ 

cLr = 2 1 


= 0 


而 fix ) 在 0,6] 上可积，所以 


= 0, 


故 


n 


lim 


/ n (. r)dr = /( x ) dr . 


•b 


【2199】 证明： 若函数 fix ) 在区间 0,6] 上可积分，则存在 
连续函数％ ( x )(” = 1，2,…）的序列，使得当“ 时， 

/ ( x)dr = limj cp n ( x ) dx . 

证将区间 [ a ，/，> 等分，设分点为 


< # < …< < x { ： 


b. 


其中 


/”） = a + 丄 （6 i ) 

n 


(i = 0，1，2,…， w ). 


在作 cpAx) 使其在 [> 广，了以]上为过点 Cr ^/ U ^)) 及 
(4«，/(4«))的直线段.即 


cp，M = f ( x ] n) ) [/(难 _ / U ( ”))] ， 


汴)< *r < 难 ， • • 

则 < p „( x ) 在 [ a ,6] 上的连续函数，因此，％ (* r ) 在 0,6] 上可积. 

令衍 ”》， AT Rcol n ) 分别表示 / Cr ) 在[耸),难]上的下确 
界，上确界及振幅，则当 r € Dr ”，《 r 出]时， 


从而 


m ( r } < < p n U )^ M - n) ^ < /(： r )< M ；”） 

I % Cr )—/ Cr ) l < o ^， 于是，当 时， 

/(j')dr — [ cp n (x)dj ： 

a J a 
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< I f ( x ) —< p n ( x ) I cLr 

a 

^ I — fix ) I dr 


I f ( x ) — cp n ( x ) I dr 



•• 4 


又 / Cr ) 在 [ a ，6] 上可积，且 Ar ; 


b — a 


0, 故 


lim 乞 =0. 

w ,» 0 

因此 lim ( p „( x)(Lr = [ / ( x ) dx \ 

w a J a 

【2200】证明 :若有 界函数 /( T ) 在区间 [ a ,6] 上可积分，则 
它的绝对值 I /( x ) | 在0,6]区间也可积分，而且 

J /( x ) drj ^| | /( x ) I dr . 

证因为 I 丨/(/) l-l f ( x ) ||< |/ C /) —/ C /)|， 

所以函数丨 fU ) I 在 0,， X ^] 上的振幅 a /, 不超过 / Cr ) 在 
[ Um ] 上的振幅从 • 因而 

/r^l 

> iAj*, ^ A>T|. 

1=0 i«0 

而/⑴在[“， 6] 上可积，故 


lim 

Ar,l 


2 ] 枞紅 


从而 


I 

lim y^a/,zlr, 


即丨 fix ) I 在 [ a ，6] 上可积，又 

-I fix) |</(x)<| /Cr) I ， 

所以 一 [I /(了） I dr < /( j-)dr ^ [ | f ( x ) ! dr 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


/(j*)dr|^J I /(x) I dr. 


【2201】令函数 / Cr ) 在 [ a，6] 区间绝对可积分，亦即积分 
I /Cr) 丨 dr 存在，这个函数在0,6]是可积函数吗？ 


研究例题 

fU )= l U 若工为有理数， 

J 1—1， 若I为无理数， 

解 fU ) 在 [ fl ，A] 上不一定可积，例如 

_ IU 当I为有理数时， 

J ~ 1-1, 当 I为无理数时 • 

/(•r) 在[心6]上的任何子区间上的振幅⑼= 2,所以 


f ( x ) 


rr^ 1 


2 (b — a ) t 


它不趋向于零，于是 /Cr) 在 0,6] 上不可积，显然， I fix ) Nl 
在[>，6]上可积. 

【2202】设函数 /(•!•) 在区间上可积分，且当 
6时 A < /&)< B ， 而函数在区间[儿/3]有定义且是连续 
的，证明函数 cp ( f ( x )) 在区间幻上可积分. 

证因为# •!*) 在 [A，fi] 上连续，从而一致连续，故任给£〉 
0,存在^>0,使得对于 [A，B] 上的任一子区间，只要其长度小于 

函数 p 在其上的振幅小于又设 D 为 cp ( x ) 在 [A , B] 上 

的振幅，则 fl >0, 否则 0/( d) 为常数函数•当然可积.又 f(x) 
在 0,6] 上可积，故必有5>0,使得对[〜幻的任一分法，只要 
max | Ax,- 丨 < 就有 


2^/)&，<结， 


其中 CO . W 为 /⑴在上的振幅. 
下面证明对0,6]的任何分法，只要 
max | Ax, | < 5 ， 

n—\ 

就有 紅 <乞， 
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• 定积分作为和的极限 第四章定积分 


其中 a ;,( 〆 /)) 表示 #(/)) 在 0，* z > h ] 上的振幅.事实上，将于区 
间分为两组，第一组是满足⑼(/)< 7 的.其下标集记为 

I ，其余的为第二组，其下标集记为 II ，于是 

1 

#=o 

= ^jCOj((p( /))Aj~i + (<g(/))A.r f - 

»e I i€ n 


/e ii 


但 


，電 暴 _ 


16 II 


^ 紅， 


从而 2 < 


2f2' 


因此 


2^( 9 (/))^ < —^--(6- a ) 4 f ) •忐 




故 〆 / Cr )) 在 [ a ，6] 上可积. 

【2203】若函数/(』•）与# . r ) 可积分•那么•函数 /( y (* r )) 
也一定可以积分吗？ 

研究例题 

Y j 0, 若 .r = 0 • 

"叫“若…. 

和 cpU ) 为黎曼函数 （ 见题 2195). 

解 /( p (* r )) 不一定可积，例如 

f ( r )= l {h 若 J =0 . 

J Ik 若1关 o . 

及黎曼函数（见2195题） 

|0 ， 若 a •为无理数， 

丄，若1 =觅. 
n n 

在任何有限区间内均可积•但 

/Y r n r ^ 1°当了为无理数， 

/( ^ ))= ^ r) = ii 心为 有理数 • 


fix ) 





吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


在任何有限的区间上不可积分. 

【2204】设函数 / Cr ) 在区间 [ A ， B ] 上可积分•证 明: / Cr ) 
具有 积分连续性质，亦即 

lim ! f(x -r h ) — f ( x ) I cb ，= 0， 

J a 

其中 [“•/，]〔[ A , B ]. 

证利用 2199 题的结果可得，对于任意给定的 e > 0,存在 
[ A ，《] 上的连续函数，使得 

J I /( j *) - < p ( x ) I cLr <C 

由于# h 在 [/ UB ] 上一致连续，故存在占 >0,使得当6 
[ A , B ] 且 —•/|< o ' 时，有 


<〆〉— 〆 ） |< 20^> , 


于是，当 I |<占时 




i f\x + //) — /(x) I 

•h 


dr 


I f(x + h )—( p(x + h ) ! cLr + 

rb 

( pijc ) \ dr + 

•B 


! (fix + h ) 


I /(. r ) — cp ( x ) I dr 


•g 广厶 

^ 2 ! j\x) — cpix) ! clr+ I (p^jc^rh) — (p{jc) | cb* 

J A U 


< 2 • 



e 

m-u) 


(b — u )= 


e . 


因此 Hm | I J\x + h ) — j \ x ) I cLr = 0. 

【2205】设函数 fix ) 在区间[心6]上可积分，证明等式 

b f 2 (x)dr = 0 

a 

只有在区间 [ a ，6] 上函数 / Cr ) 的所有连续点处 / Cr ) =0才能成立. 

证采用反证法，设 / Cr ) 在点： r 0 连续，但 / Cr 。） 关0,则存 
在5〉0,使得当丨 x-xo |<占时， 
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. 用不定积分计算定积分的方法 II 第四章於定 积分: 

I /(:)- /(:。) 1< i’y 丨 ， 

即 I fU ) 1> 1 ’(【。入 1 ， 

从而 ^ h f 2 (, x ) dx > J X °^/ 2 ( x ) cLr > ^ f ^-28 

这与假设 f 6 / 2 (^)dr = 0相 矛盾. 

a 

§2. 用不定积分计算定积分的方法 

1. 牛顿一莱布尼茨公式若函数 /( o ') 在[〜 6] 区间有定义 
而且是连续的， FCr ) 是它的原函数，即 F \ x ) = /&)，则 

/( x)dr = F ( b ) — F ( a ) = F ( x ). 

« a 

当 / Cr ) 彡 0 时，定积分 ~/(« r ) dr 的几何意义是表示由曲线 y 

a 

= /( x )， Or 轴及与轴线 Or 垂直的直线 : r 和 *r =6所闱的曲 

边梯形的面积 S . (图 9) 



图9 


2. 分部积分公式若 /( x )，# Cr ) G C "[ a ，6]， 则 

f(x)g (x)dj ： = f(x)gix) I — I g(<x) f {x)Ax. 

a \ a J a 
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3. 变量代换 若 

(1) 函数 / Cr ) 在0,6]是连 续的； 

(2) 函数 〆 /) 与其导数 〆 ( /)在[… 幻是 连续的，这里“= 
cp(a)，b = cp((3) •， 

(3) 复合函数 /(0/)) 在[…幻有定义且是连续的，则 

/ (j*)dr = f(<p(t))(p (t)dt. 

a a 

运用牛顿一莱布尼茨公式，求下列定积分并画出相应的曲边 

梯形面积 (2206 〜 2215). 


【2206】 




【2207】 


siarcb*. 


解 


sirurcLr = 






2206题图 


【2208】 




2207题图 



【2209】 


*2 dr 
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° k 


JT 


m 


2208 题图 


2209 题图 


【2210】 


•此 dr 
•舶 V\-\-x 2 ' 


解 


dr 

IT7 


ln(a* + Vl+x 2 ) 


arcshx 


【 2211】 - I l-i I dr. 


I 1 —x I dr = (1—x)dr+ (a*—l)dr 








sh 1 sh2 



2210 题图 


2211 题图 


dr 


【则 J -,^-2^+1 (0 ◊〈兀 )• 
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解 


dr 


x" — 2xcosa - 1 


sin 2 a + (x — cosa ) : sina 


arctan 


i: 

土 [arctan ( tan |)+ arctan (cotf )]= 


x — cosa 


2 s\na 


其中利用了 arctanr + arctan 


x 


122131 Tt 

^ Ti 


cb 


+ ecos^r 


(0< e < 1). 


+ 6COST 


K 

• o r 


dx 


1 + ecosx 


•2 n 

•, r 


dr 


+ £COS^r 


dr 



d(2n — t) 


o 1 +ecosx Jir 1 +€ COs (27 r —/) 


2 i ： ra ； 

€i 
€i 

r 玉 

i 2 
Jo 


+ 6COSX 

cLr 

+ ecos:r 
dr 


+ 2 


dr 


1 + ecosx 


1 +ecos(7r — / ) 


1 +£COSJ 


i; 

lo 


d(7t-/) 


ecosx 


4: 口 


dr 


e cos ‘了 
dr 


(1 — e 2 ) cos 2 j - + sin 2 x 


4 f -^ 

Jo (1 — e_ 


d ( taar ) 


)+ tan : 'x 


lim -4= arctan (-^) 
H Wl - e 2 ) 


2 丌 




2 


Vi¬ 


s ' 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章&定积分 


dr 


(1 —2or+a 2 )(l — 2&r+6 2 ) 


解 


(U |< 1， | 6 丨 < 1 ， M 〉 0) 

由 1850 题的结果，我们有公式 

dr 

V^+Rr+C 


7A 

这里 A>0 , 设 


In Ar + -§+yA 


2 +ar+C +D, 


Ar 2 +Rr+C= (l-2ar+a 2 )(l —2&r+V )， 


这里 A = \ab^> 0, 
两端求导数得 


Ar + 


—a(l — 2lxr + 6 2 ) — 6( 1 — 2ar -fa 2 ) 


因此 


dr 


v/(l -2ax+a 2 )(l-2&r+fe 2 ) 

—l=ln|-a(l-2&r+6 2 ) -Kl-2aj-+a 2 ) 
■/ \d) 

+ ^/\d) V(\-2ar+a 2 )(l-2hx+b 2 ') \ ' 


一万 

[2215] [•- 

Jo a 


1 [n 1+ 

^ 1 — Vab 


dr_ 

sin 2 x + 6 2 cos 2 j 


解 


o a sim 


dr_ 

+ b 2 cos 2 x 


(ah ^ 0). 

号 d(tana) 
o a 2 tan 2 x + b 2 


= — rarctan 
at) I 

【 2216 】若 


j a 1 taar \^ = 丌 

I b I ) 0 — Y\ oh\ 


⑴ j:, 笋 ⑵ r 織 


;(3) J 差 ( arctan 士 ) dr. 
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说明为什么形式上运用牛顿-莱布尼茨公式会得岀不正确的 


结果 • 


解 （1) 若应用公式得 


dr 


- 2 < 0 , 


这显然不正确•事实上4 > 0,若 f 4 dr 存在，则必有 

x c J-i ? 

'' 4 cLr >0. 产生错误的原因是被积函数在[_1，1]上有第二 

J-1 厂 


类间断点工= 0,故不能应用公式. 
(2) 若应用公式得 


sec 2 j dr 
2 + tan-j 



arctan 


(taar \ 

(TP 


0,若积分存在，必 为正. 原因在于原函数在 [0別 


h 有第一类间断点 = 
(3) 若应用公式得 


及 x = %，故不能直接应用公式. 


但 


J 差 (arctan 丄) dr = arctan 

去 ( arctan +) = — r ^ <0 


> 0 . 


所以，积分若存在，必为负.产生错误的原因是原函数 arctan 
i =0 为第一类间断点，故不能直接运用公式. 


[2217] 求解 ： f 




解显然被积函数 




(忐) 


在 I = 0间断，但容易验证 


1^£(点) =0 ’ 


故在1 = 0是可去间断点.若补充定义被积函数在 x = 0 的值为0, 
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. 用不定积分计算定积分的方法 第四章I定积分 t 


则被积函数在 [一 1，1]连续，从而' ) dr 存在.原函数 


公式. 


… w — 一 〜…… cLrVi + 2 - f - 

在 x = 0有间断点，故不能直接运用牛顿一莱布尼兹 




d ( 点 ) 心 : £ ( 点 ) 心 
= )以,£(点 ) 心+ : £ ( 点 ) 办 

【2218】求 f y/l — cos2xcLr. 


解 


100k 


1 一 cos2xdr 


」（卜"， 


sin L 'xcLr 


ioo rn 

=S4 


sin 2 ^ da* = 100>/2 siardr 

Jo 


= 200 J2. 

用定积分求解下列和的极限 （2219 〜 2224) 


【2219】 lim(-4 + "T + 

\ Tl 71 

解根据积分的定义有 


斤) • 


= HmS 丄•丄 =「▲ = +. 

: _ r. Tl Tl JO Ls 


【2220】 


lim (— I ； 

wz 十 


+ 击+...+击) 


解 


1 jrri ( ---1--- •• • -\ --- \ 

H+l ” + 2 n + nl 
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= - l ?77 T * - 1+^^ = ln2- 


122211 


： n i ' [ "/ 7 r + 2 ? + 




解 +7^+ … +, t 4^) 


limj ] 

o 


111,1 X J 7 ： 3 ， 

一 $ 1 + ( 亡)” 

r 1 l 」 —tt 

Jo 1 + x- 4 


【2222】 lim 丄 （sin! 

n \ ti 


+ sin — + ••• + sin 
n 





lim 丄 (sin — + sin — + ••• 
n \ n 7 i 


+ S in- ( i : 严 ) 


HmV 


丄 .sin 巧 
ti n 


sin 丌 idr 


— COS 7 TX = — 
7 T 0 丌 


【2223】 lim l -+ 2 \±；-±^ (p> 0 ) 


lim 


l p 2 P + ••• + 


= j i i?s(7) p, i = [y dr= ^ri- 

【2224】，士 (〜 / l +»* 屮…丄 { 
解士 ( V 1 + j — V 1+ l 十… 


士 >+ 士 'f:yiT7dr 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


= f ( l + x ) 音 |。=-|(272-1). 
求出下列极限 (2225 〜 2226). 

[22251 lim 应 . 

Tl 


因为 


iimln 


V^T 


lim —In 


所以 


=lim — ^]ln — = I lardr 

71 7~ n Jo 

=lim [ lnadr = lim x(ln— 1) =—1 ， 

c r ^+ 〜 

• v^TT -i 

irr\ -- o 1 


lim ^ = e 

Tl 


【 2226 】巧[士 2/(« + 々 ¥)]. 


解 M 结+十々宁)] 

宁糾 ^ 宁 )] 

= 7-^— 

b — aJ u 

拋开均匀的高阶无穷小•求出下列和的极限 (2227 〜 2230) 


【2227】 


lim! ( 1 + 士)如 ^ + ( 1 + f )sin 寮 + … 


, r ? — 1 




sin 


(” _ 1)丌 


由于 lim 


:— SUIT 


4,所以 


x — sirur = 了 : r 十 0(.r J ) • 


从而当 n 充分大•且6 时 
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a / 是 7T : kn 
0< __ sin _ 


H 奵 O 


所以 




kn • kn 


sin 


㈤ 


t (^)[}&) 3 ^)] 


/ 兀 ° 1 

V 


十 o ( 古)， 


iLm| ： (l+^)(^-sin^)=0, 


= 7 r ! l II 1 7 §[f + (^) 2 ] 


K (x + -T 2 )cLr 
Jo 


57 T 


【 2228 】 limsin ! • 文 ——- 


十 COS 


解 ^sinf = f ( l + aj 9 


/hr 


其中 


所以 limsin-^2 ——- 


2 + cos 


kn 


lim(l +a”）—2 - ~ 


w ^2 + cos ^ 


lim(l +a„) lim —^ 


〜 =1 2 + cos ^ 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章 I 定积分 


.0 24^^ 



arctan 


(tan 


n /3 


丌 


y] V (nr k) (nr + k \ ) 

【 2229】 lim ^ - 5 - (: r > 0) 


因为 


。<芥 4 )卜 +^)- b + 含) 




#+含)卜+宁) + G + 含) 

•士， 

w 

2 \/(狀+々）（肛+尨+ 1) n 

-^- 2 i (-+ f ) 


所以 




(i+ 士 )• 士-。 


°°)- 


因此 


¥% 

2 y/(nT-\-k)(nr-\-k + l) 


lim 


= lim 2 丄 (x + 左 )=[(x + /)d/ = 

n-orf-^ n \ n ) Jo 

2" I 2^ I I 2" 

【 2230 】 lim n-\-\ ~~T h —T 

n—oc 71 ~2 ^ ~ 

解因为 


•r + 4 
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因此 


（一 

lim 文 — r- • 2^ = lim —^2" 

^^^=1 r,-U-i- 71 k=\ 


2 x dr 


ln2 


【2231】 求出: 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 



fsi ： 

J a 


dr; 


_a p 

da) a 


siar 2 cLr ； 


db 


rb 

si 

a 


dr. 


解 （ i ) 去 1 ^ 1112 - 2 ^ = 

⑵ ££ siar 2 dx = ~£ I> iar2dj 


s\na l 


(3) 


•a 

si 


voy db )^ 1 

【2232】 求出: 


2 dr = smb 2 


(1) 


( 2 ) 


石 , 


l+t 2 dt ； 


： J ；： 


心九 2 / r +7 r； 


(3) -p cos(7tr 2 )d/. 

CLrJ siar 
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•用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


(1) 设〃 =/， 则由复合函数的求导法则有 




TTJdt 


d 

d 7, 


TT7dO •砮 


2x VI 


( 2 ) 


^ r 3 _ 

drJ, 2 /T 


_d_f° _ 生 

drJ x 2 ./Ta 


I 

/ r +7" ^ 


3 

J _( 
• o /r 


a 

dCr 2 ) 

d 

d(x 3 ) 


山 \ d (^) 

1 +/ 4 / dr 


(io 


Cr 3 ) 


l + o * 


2x 

TT ? 


(3) -p cos(7r/ 2 )d/ 

CITJ 5 iar 


[ cos(7r/ 2 )d/ + -j- cos(7rr z )d/ 

QjrJ O CLrJ ninr 


d 

d(COSJT) 


(L COS(7T/ 2 )dr) 


•石 


(cosx) 


).£ (siar 〉 

siar • cos ( 丌 cos 2 j) — cosx • cos ( 丌 sirr\r) 
>iar — coar) cos( 7rsin : \r). 


【2233】 求出： 

% x 

cosx 2 cLr 
(1) lim J ^ - 


(2) lim 


(arctarLr) 2 dr 

v^+T 
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(3) lim 


(jy 心 ) 


Zr 2 


dr 


解应用洛必达法则有 

cosx 2 cLr 

( 1 ) lim — - = limcoju* 2 


x 




(2) lim 


(3) lim 


J (arctaar) 2 cLr 

( J > ；dj ) 2 , 

*> 2 dr " 


lim 


(arctaar) 


x 


4 


2e ， 


x/P + 1 


e r dz 




0 


lim 


e r dr 


lim 


2 〆 


e " 


lim — = 0. 
j : 


[2233. 1 ] 设 J\x) 6 C[0, +oo ] 且当 i 


时 f(x) 


A ，求出 ：lim f(ni') dr. 

n 0 


解令 


则有 


x = -,dr 
n 


1 


d /， 


从而 lim / (nr ) dr = lim 




lim f\x) — A. 


o 


【 2234 】证 明：当 x —co 时， 


Vdr^fe ^ 2 

0 LX 


e J dr 

证 因为 lim 土 —— =lim 


2 x 


e " 


( 1 _ 2 ?) 
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. 用不定积分计算定积分的方法 


第四章定积分 


所以当 14 00 时 [ e^dr 


C • 


【 2235 】求 lii 


taiLrdr 


v/siarclr 


fsinr _ 

sj taardr 

lira 7 ^— - = lim 

r^f<) f 厂 . - j rO 

v sirLrar 


’tanCsiar) • cosx 
sin(tarLr) • sec 2 x 


lim ( 

- 1 ^ 


tan( siar) sirrr sin( taru) 


tan.r 


tan^r 


cos 。 了 


【 2236 】令 fix) 为正值连续函数，证明 ：当 .r > 0 时函数 


(p(j) 


f(t)dt 


逐渐递增 . 


证 


lim^(x) 

r ， fO r 


lim 



fix) 


故规定 p(0) = 0 ，则 cpU) 是 i > 0 上的连续 函数 . 又当 jr > 0 时 
(p\x) 


( J :/ ⑴ d ,) 


Y {xfU) [V(/)d/- /(o0j://(/)d/1 


U ) 


( J:/ ⑴ W 




所以当 J* > 0 时 .pCr) 是增加的 . 
【 2237 】求解 ：（ 1> | 2 /(. r )dr ， 设 


fU) 


2 - 


当 0<^<1 时 
当 1<^<2 时 . 


(2) /(.r)cLr ， 设 




r 

X 


fix) 


1 — X 

l 二 t 


当 0<1 </时 
当， <.r<l 时 . 


解 (1) I /(x)cLr 

0 


x 2 dr + (2 — x)dx 


o 


1 I 1 o 

"7T + ― "TT. 


( 2 ) 


/(j')cLr = j-dr + J l - YZZ~ 


【 2238 】计算下列积分并把它们看作参数 《 的函数，绘制积 
分 / = /(«) 的图形.若 


( 1 ) 7 = J a* 丨 x — a | dr ； 


(2) / 


⑶ 


sin-o' 


o 1 + Zacosjr + a 


dr 


siru^dr 


0 Vl — 2acosjc + a 
解 （ i ) 分三种情况讨论 


①当 a < 0 时 / 


.r(.r — a)dr = — — y 


②当 a > 1 时 / = 丨 j(a — J')dr — 

Jo L 


③ 1 时 




x(a — J 


)d.r + 


(.r — a)dr 


a a 


r 


j I x —a ： dr 


o 


3 

g ： 

3 

a 

T 


a 


3 


当《 <0 时 . 


• 当 0< a < 1 时， 


当 a > 1 时 . 



. 用不定积分计算定积分的方法 


1(a) 的图形如 2238 题图 1 



2238题图 


(2 ) 分两种情况讨论 
①若 UI<1 ， 则 


K _ sin~ j- 一 

Jo 1 + Zacosa' + a 2 

1 4g 2 (1 — cos 2 j)cb 

4q ? jo ( 1 + a' ) + 2acosu- 

丄广 [(1 +a) ? — 4g-cos 2 j] + [4g z — 
4a 2 Jo ( 1 + a’ ） + 2aco&r 

[ [d +a 2 ) — 2acosx]dr 

IQ^J 0 


-f^r 


K _dr_ 

o (1 + a" ) + 2 acos .2 


rfl 2028 题的结果有 
(l-a 2 ) 2 f^ 




7^2 [(1 +a 2 ) — 2acosj-]cLr 

4a Jo 

=^[(1 +a 2 )x —2asiar] 

__ (1 + a ?) 丌 


因此 


(1 + a ') 7 r 


(1 ~ a") 7r 

4a 2 


②若 .j a |> 1 和前面同样的讨论并利用 2028 题的结果有 


(\+ a 2 h (/ 一 I ) 2 

V V 


2_ 


arctan 




( 1 +a )兀 一 (a — 1 )7r 


丌 

2 ? 


因此 


1 + 2qcosj: + a 


dr 


9 >L i I a K 1 时， 
g ， 当 M〉lBt 


1(a) 的图形如 2238 题图 2 所示 . 



2238 题图 2 2238 题图 3 

sinrcLr _ 

1 — 2acos-r + a 2 

丄「 d( 1 — 2gCOSJ + q 1 ) 

2a 」 r /1 — 2acosx + a 2 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


y/1+a 2 — 2aC05U* 


a 


当 UI<1 时， 
，当 U|>2 时 . 


/(a) 的图形如 2238 题图 3 所不 • 

运用分部积分公式•求出下列定积分 (2239 


2244) 


【2239 】 j " xe ^ dr . 


:rd(e 


xe J 


fln2 

俨 + e- J dr 

0 


In2 


= _+ ln2 一（+一 


(1-In2) 


In —. 


【2240】 


a^siardr 


= — 


jcI(cosj) 


xcort + co&rcLr 

0 Jo 


【2241】 


解 


cosxdr. 


2 cosxdr 


siar 


2xcosx 


2 冥 f2ir 

_2 . 

o Jo 

C2n 

0 _2 Jo 


xsiar dr 


2 cosxdr 


47t — 2siar 


4 丌 . 


【2242】 


lor I dr. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


解 


丨 | lar dr =— | ! lardr + J lnrdr 

^ : - I > 


+ . dr + a:lrLr 
_ 


-- + 1 

e 


e 


e — (e — 1) 


【 2243 】 


arccosadr . 


■ 孱 

解 I arccosa*dr 


了 arccosx 


ri -« 

lim - 


J ： 


0 0 y \ _ 


lim vl — x 2 

£-♦♦0 


【 2244 】 


•>/3 


: rarctaorcLr. 


o 


解 




jarctarrrdr 


j arctar^r 


73 

o 


2」 


•73 x 2 
0 1+x 2 


dr 


arctan 


J3 — — arctaru ，） 


73 

0 


音 arctan-h +arctan73 

2arctan >/^ -夸 

2 k _>/3 


运用适当的变量代换，求出下列定积分 (2245 

【 2245 】「 ‘ rir 


V 5-4 x 


解设 — 4r =， 

— 308 — 



2249). 




. 用不定积分计算定积分的方法 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


【 2251 】 


(1) dr . 


⑵ Li ^， 


(3) 


IoT 


dr 


tan.r 


sin 


说明为什么形式上的代换 *r = 〆 /) 会导致不正确的结果. 


(1) dr = 2,但如果作代换 

-1 

dr =± 音 = 0， 


，则有 


其错误在于代换 


的反函数=士3不是单值的. 


( 2 ) 


M dr 

J-i l+x z 


arctaar 


但若作代换 ^* = 1 •则有 


: n 


于是得出错误的结果 


y ^ = 0, 

1 i- X s 


其错误在于代换了 =+在/ =0(6 [一 1.1]>处不连续_ 


(3) 


® •然 [: 



cL / 


sin '; 


dr 


- > 0,但若作代换 / = taar •则得 



arctan(v^tarL/) 


其错误在于代换/ = taru •在 


处不连续. 


【 2252 】 


在积分 f 


l — x 2 dj ' 中能否假定 .r = sin / 


不可以，因为 sin / 不可能大于 1. 
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【 2253 】在积分 


/ 1 —i 2 dr 中，当变量代换 i = sin/ 时，能 


o 


否取数 TT 和 f 作为新的极限？ 

解可以，因为代换满足换元的条件.事实上 


vl — jr^dx 


I cos/ ! cos/d/ 


-(， M ) 


y/\ — sin 2 /cos/d/ 


= — 


I ； 


cos 2 /d/ 


JL 


【 2254 】证 明：若 /(i) 在区间 [“ ， / ， ] 是连续的，则 


则 


f (jr)cb* = (b — a) 


证 = a + (b-u)t^ 

dr = (b-a)dt. 


f(a + (b — a)j-)cLr. 


代人得 fix) Ax = /(a + (b — a)t)(b — a)dt 


即 


=(6 —a)J f(a + (6 —a)/)d/» 

/(x)dr = (6 —a)[ f(a + (b — a)x)dx. 

t J 0 


【 2255 】证明 等式 : 


x 3 /(x 2 )cLr 

0 


证 设 x =7F ， 


ifo xfU)d 


(a>0). 


则 


即 


•r 3 /Cr 2 )dr = +J: ^/(/) • jz 

x z f(x 2 )dx = ^\ a xf(x)dx. 

Z J 0 


dt 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


【2256】设 f ( x ) 在区间 [ A ， B ] =) 0，6]上连续，当[“ + x 


6 + x]c [ A ， B ] 时，求出去「/(1 + ))办. 


解 令 / = JT + )，， 

h f(x + y ) dy - 


/(/)d /， 


所以 


封： /( ， h)d 尸 £[/( ， )d/ 


= /(6 + j) — f(a +i). 

【2257】证 明：若 /( x ) 在区间 [0，1] J : 是连续的，则 

(1) /(siar)dr= /(cosx)dr; 

Jo 0 

(2) :r/(sirLr)dr = 吾 /(sin.r)dr. 

.o Z J o 


(1) 设 《r 


dr 


d/. 


所以 


/(siar)dr =———/ ) )df 


/(cosr)d /， 


J /(siar) = 「 ‘/(cosx)dr. 


(2) 设 


dr =— d/ ( 


所以 


j*/(sirLr)dr =— (7r —/) /(sin/)d/ 

J * 

: tt[ /(sin/)d/ — J tf(sint)dt. 

•r/(sinj)dr = 吾 /(siar)dr. 

Z J o 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


【 2258 】 证明： 若函数 / Cr ) 在区间[一/，/]连续 ，则: 

(1) 若函数 / Cr ) 为偶函数时， 

’ f ( x)dz = 2 rt f ( x ) dx , 

-l 0 

(2) 若函数 / Cr ) 为奇函数时， 

/( j ') cb * = 0. 


给岀这些事实的几何解释. 

证 （1) 因为 fix ) 为偶函数，即 /( 一 . r ) = f ( x ). 
令 ： r =— /，则 

/(: r)dr =— /(—/) d / = f ( t)dt 

"■/ / Jo 


所以 


f(x)d.T = 




/( i)dr = 2 


f(s)dr. 


其儿何解释为 ：由于 /( d 为偶函数，故图形关于 化 轴对称.于是 
由 fftl 线: y = / Cr ) •应线^ =一 /及 J = /所閑图形的面积为曲线 
v = f ( x ) •直线 j = o 及了 = /所围图形的面积的两倍.如2258题 
阁1所示. 


(2) 由于 /( —丁） =— /(.2 ),设 
•r =一夂贝 lj 

f ( x ) d.r =— /( — t)dt —— 

—I J / Jo 

所以 



f(x)da = 


/(• r ) cLr + /(‘ r)dr 


= 1 f(x)dx-\ l f(x)±r = 0. 

0 J 0 

其•几何解释为 ：由于 /(. r ) 为奇函数，故图形关于原点对称.于是 
由3, = /( x ),^ = 0及 I =一/所围成之面积，与由3； = /(: r)，jy = 

0及1 = /所围成之面积绝对值相等•符号相反，故其面积的代数 
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. 用不定积分计算定积分的方法 I 第四章定积分 

和为零. 

如2258题图2所示. 



2258 题图 


2258 题图 2 


【2259】 证明： 偶函数的原函数中有一个是奇函数，而奇函 
数的一切原函数都是偶函数. 

证因为 / Cr ) 的全体原函数为 


Jo 


其中 C 为任意常数.若 / Cr ) 为偶函数，则 /( -妁=/⑴，所以 


F 0 (— 


/(/) d / 


令“ =一/ f ^ 

■ ■— /( — u)ou 

Jo 

=—[ f(u)du =— F 0 (x) • 

J 0 

HP FoU ) 是奇数.但当 C 关 0 时 FrU ) 
事实上 


=- 


F 0 ( x >+ r 不是奇函数. 


F c (—. r ) = F 0 (— x ) +(’ =— F 0 (^) +C 
=-( F 0 ( x ) + C )+2 C 二— FAx )+ 2 C 


^—F c (jr), 

若/⑴为奇函数，则 /(_ i ) =—/ Cr )， 所以 
F r (— a -) = \ /(/) d / + C 


0 
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米多维奇数学分析习题全解(三) 


=- 

Jo 

即一切原函数都是偶函数 . 


f(t)dt+C= Fr ⑴， 


1：( 


【 2260 】 引人新变量 / = j +丄来计算 积分: 

X 

1 + X-- ) dr. 

x / 

解设/=«2. +丄，则 

X 


/ 2 — 4 


卜士) 


于是，当 JT > 1 时 ，I = -7r(/ + 


当 0 < «r 〈 1 时， a* = —(t — \// 2 — 4). 


所以 




1 ;( 


士 ) e 々 r+ A( 




r cLr 


了 n + 77^1)0+ 7?"=^)] 

+ [. (1 - Vt 2 -4)e’d [ 士 U — Vt 2 — 4: 

{J；(l + y^4)ef+^)d, 


e f 




^ Vt 2 - Adt + y 2 e : d ( Vt 2 - 4 ) 


T ^ e 1 


f e2 
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. 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


【 2261 】在积分 |^/(a ) CO ardr 中进行变量代换 si 

解丨 /(x)cosjdr 
Jo 

— J" /(x)cosj"dr + \^ /(a')cosxdr 

+ |" /(jOcowcLr + /(:r)cosa'dr ， 

在 J^/(*r)COSJ'cb ， 中设 J* = 7T — M ， 


S 1 ILT 


^ /(j')cosxcLr = J /(7T _ u)cosudu 




x ) cos ^ cLr # 



y (j')cosjdr 中令 J" 


7 T — W 


/(x)cosxdr = ‘/(7c — M)coswdw 

Jo 

—J ^/(7r — x) cosrdr• 


同样 


f t /(j*)cos:rdr = J ^ /(2 兀 + J)cos«rdr 


所以 /(j-)cosxdr 

0 


( f(x) — /( 7T — x))cosxdr 


(/(27t +x) — f(n~ x))cosxdr t 


SULT 


arcsin / ， 


因此 


cosjrdr = d /， 

， 2x 

/(i)cos^dr 

Jo 
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1 

[/(arcsin/) — /( 丌一 arcsin/)]d/ 

Jo 

ro _ . 

+ [/(2兀 + arcsin/) — fin — arcsin/)]d/. 

J_i 


122621 计算 积分: [ cos(ln 士)] 


dr ， 其中 w 为自 


然数. 


证 cos (In 士） 


’ sin (— lar ) 


设了 


，则 


cLr 


e -, 山 sin (— lar) _ sin/ 


1 Il -|[ cos ( ln 7)]1 dr： 

=I sin/ I At = 

rrfj (Hhr 

122631 求 心. 


•2rm 


I sint I dt 



sin/dr = in. 


解设 x 


jrsiar 


o 1 + cos 2 a: 


dr 


- i : 


(丌一 ^)sin/ 

1 + cos 2 1 ' 


所以 


U 1 丁 JL J IT i 丁 l 

%K sin/ tsxnt , 4 

= 兀 -- 2^ot — -- —Qt^ 

J o 1 + cos ^ J o 1 + cosl 

、 j-sior » _ _7r f 77 sirLr j 

o 1 + cos 2 x 2 Jo 1 + cos 2 x 

I ^ 


(— arctancosa:) 


12264] 若 fix)= (: - 冗匕? 1 ) 


求积分 


f3 

解 

• 一 


3 疒⑴ 


1 + fCx ) 


cLr 
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. 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


l + ZCr )^' 4 ". 

I A 






= arctan ( / Cr )) + arctan ( fix )) + arctanC f ( x )) 

1-1 0 2 

=(-f-°) + (~ I ~ f K arctan - f 

32 

=arctan — — 2 tz . 

【2265】证 明：若 fix ) 为定义在 一 oo < a * <+ oo 的连续周 
期函数，且具有周期7%则 

a ' T f ( x ) dx = ['/⑴心，其中《为任意数. 

J u J 0 

Ca+T 

证 / U ) dz ' 

a 

= f(jr)dr 4- /(j')dr + [ /(j*)dr. 


因此 


则 / ( j*)dr = J f(u + T)du = f ( u ) du 9 

从而 { /( x)dr + /( x)dr = 0. 

因此 厂 / Cr)dr = f T / U )( Lr . 

【2266】 证 明：当 ^ 为奇函数时， 

F ( x ) = sin”:rdr 及 G ( i ) = cos w xcb *. 

Jo 0 

是以 2 tt 为周期的周期函数•而当为偶数时•这些函数中的每一 
个函数都是线性函数与周期函数的和. 

证当^为奇数时， sin ” a •是奇函数，而且是以 2； r 为周期的函 
数，所以 


F(x + 2 tt) 


sin 


= sin 


fxf 2^ 

+ sin 7 
J 2ir 
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析习题全解(三） 

•-曹 • J 9 


•艽 • f X 

= sinVdr -r si 

—K 0 


0 + sinldr = FCr )， 


C ; (了+ 2丌） 


cos 


cos n x clr + 


cos 


G(x) + 


響零 

G(x) + cos n x cLr + cos 9l x dr 


G(x) + cos^rcb，+ cos”（x + 丌） cb 


= G(.r). 

即 F(x),G(x) 都是以 2 tt 为周期的周期函数. 
当 w 为偶数时，有 


Fix 4 2 tt) = F(x) + sin”:rdr ， 


•2n 

Jo 


G(d -f- 2 tz) = G(x) + cos w xcLr^ 


sin"jdr 


•2買 

o 


cos 


u > 0, 


所以 F(x),G(x) 都不是以 2 tt 为周期的周期函数，设 


F\ (x) = Fix ) — 


fn x 


F, ( ， + 2,) = F(, + 2.)-^ + 2,) 


Fix) + a — ^-x — a 


FU)~ 


fn X 


F \ ( x ) , 


即 R Cr) 是以 2 tt 为周期的周期函数, 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


同样 Cr ) = 是以 2 tt 为周期的周期函数，因此 


F ( x ) 


G ( x ) 


Fi (x)+ 
G \ ( x ) 4 - 


【2267】证明 ：函数 


FU ) 


/( x ) cLr , 


(其中 / Cr ) 为以了为周期的连续周期函数）在一般情况下，是线 
性函数与: T 周期的周期函数之和. 


证 FU ) 


[/( x ) cLr , 
J 


FCr + T )- F ( x ) 


J / Cr ) cLr ， 


而 fU ) 是一周期为了的连续周期函数.故 


f r+r 

/ U)dr 

J 


/( i)dr = “ (常数). 


若 “ = 0,则 FCr ) 为一周期函数 • 

若 a # 0•设 F | (： r ) = F ( x ) — + 1 ，贝 ij 

F , ( a * + 7) = F(x + T )-|,(. r +7) 

= F(x) + a — 争 ， —u 

=Fix) — +:r = F\ ( 了)， 

E|J F , ( t ) 为周期函数，所以 F ( i ) = F { ( x )^ j ： 
计算下列积分 (2268 〜 2280). 

【2268】 l x (2- x 2 y 2 cLc . 

Jo 

解 \(2 — i 2 ) 12 dr = -士 (2 — 了 2 ) 13 1 

o ZO o 
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吉米多维奇数学分 


[2269] | 


1 xdr 

-i x 2 +x+r 


1 xdr 
-1 X 2 +X + 1 


IL 


2x + l 
x 2 +x+l 


dr 


*i 

, 

•/ 一 • 


dr 


音 +(:+ 音 ) 




arctan 


2x + l 

~7 f ~ 


【 2270 】 01ar) 2 dr. 


解 


(xliu) 2 dr 


3 ln 2 x —2 x 2 \riz - (lar+ l)dz* 


e' —2 x 2 ln L \rdr — 2 x 2 lardz , 


所以 


(x\nr) 2 dj' 


lnj'dr 


lru * + 


1 I > 2 


dr 


= T W’ ， 


-- 

27 27. 


【 2271 】 


1 — xdj ：. 


设 i = t ， 

r = l — cb' =— 3t 2 dt 9 


T^dr 


% 

— 3 1 

< 


(t 3 —t e )dt 


所以 
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. 用不定积分计算定积分的方法 


第四章 g 定积分 


Of 7 ): 


66 


I 

【 2272 】 

4 


dr 


X yJ X 


解设 

则 x 2 = f 2 + 1 ， 

xdx = tdt 9 


所以 


cLr 


X y/X 


•o 

.73 / 


dl 
+ 1 


arctan/ 


【 2273 】 x 15 v/l 4 - 3 x 8 dr. 
Jo 

解设 l+ 3 i 8 =t, 

则 2 Ax 7 dr = d / ， 


4(卜1)， 


所以 


x 15 ym^dr = ^f 4 (/-i )/ 音 d/ 

7 ZJ i 

72V 5 3 /|, 270 - 


【 2274 】 J arcsin^p^cb-. 


解 


arcsin 


in Vrfe 


dr 


xarcsin 


1 +x 


_ f 3 

Jo 2 (l+*r) 




r，cLr = 2 /d/ 


所以 


[ ：i y/xdx 

Jo 2 (l+x) 


1 +〆 




(t — arctan/) 


J 3 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


故 


£arcs 


in 



x 


j : 


dr = 7r-(>/3-f)=^-y3. 


dr 


12275J Jo (2 + cosx)(3 + cosx) 
解 r ^ 


(2 + cosj，）（3 + cosx) 
dr r r T dr 


I：, 


COST 




+ COSJ ， 


dr 


o 2 + cosx 
dr 


+J: 


dr 


-I: 


dr 


o 4 — cos" x 


-6 


2 — cosx J o 3 + cosa- 
r dr 


— 、 _dr 
. o 3 — cc 


cosx 


o 9 — cos 2 了 


=1； 


dr 


4sirr\r + 3cos 2 x 


- 12 J 




dr 


o 9sin L \r + 8cos l ； j: 


2/3 


arctan 


2taar 

j 


12 




【 2276 】广 

Jo 


T2 

dr 


378 


arctan 


3tanx 

"7T 


解 


sink + cos 1 / 
由 2035 题的结果有 

dr 


•2 n 
• 0 


sin 1 + cos 4 
dr 


•• 

• ( 


dr 


sin 1 + cos 1 x 


o sin +coj^jr 


8 



arctan 


/ tan2x \ 


2 J 2 k . 


【 2277 】 


1 


sirusin2xsin3.rdr. 


解 siarsin2xsin3^ 


(cos2x — cos4j)sin2x 


4 


sin4x - -(sin6x — sin2x), 


324 



• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


所以 


siarsin2^*sin3.rcLr 


(-|cos2x-^cos4x + ^cos6x) J = {. 


【 2278 】 （ o\sinx) 2 dr. 


( j \ sirLr) 2 dr 


(1 — cos2:r) dr 




cos2 了 dr 


\ — |**r 2 sin2x +j[ xsin2.rclr 

o 4 o ^ J o 

it 3 i k i 

7 — jxqos2x + — cos2xcLr 
6 4 o 4 Jo 


^ ■一 •?■ + Trsin 2 x 


【 2279 】 


e^cos 2 jrdr. 


解利用 1828 题的结果可得 


e’cos 2 :rdr = +|Vdr + 士 JVcos2:rdr 

[P+ 萏 ( cos2:r + 2sin2:r ) ] I : = 音 ( e " — 


fln2 

【 2280 】 sh 4 xdr. 
Jo 


fln2 fln2 

解 sh ! j*dr = sh 2 x(ch : .r — l)dr 
Jo Jo 

1 fln2 fln2 

• = —J sh 2 2-rdr — sh 2 xcLr 


•ln2 

(ch4x— l)dr 

o 


1 fin2 

— (ch2x — l)dr 
Z J o 


(32 


sh 4 x 


、 ln2 / 1 

) 0 - (i sh2x 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 




3】 9 225 

8 ln 2_ l 024 - 


用递推公式计算依赖于参数用正整数值）的积分 (2281 〜 2287). 


[2281] I n 


2 si 
Jo 


sin 


解 


■ 


rf 

sin ^ ' xcKcosx ) 
• o 


sin ” 'jcosx 


+ (w — 1) sin^^cos^dr 

Jo 


(” 一 l ) f 2 sin 『 2 : dr —(”一 l ) : ' sin ' 
Jo 


所以 


n -\ 


1 ^ 2 . 


利用上面的递推公式可得 


(2々一1) 


( 2 k )\\ 

( 2 k )\\ 


若 71 = 2 k , 


(2々 + 1) 


若 w = 2々+ 1 


[2282] L , 


cos 


设 


dr =— dt , 


cosx 


cos (f "0 


sin / 


所以 


cos w / d / 


sirf / d /. 


因此，结果与 2281 题的结果相同. 


【2283】 


tan 2 n jdr . 


解 


tan 2 r 7-2 x ( sec 2 x — l)dr 
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• 用不定积分计算定积分的方法#第四章_定积分 


4 tan 2w_2 :rd(taiir) _ * tan 2, ^ 2 xdr 


由于 7 。 
因此，可得 


2^-1 


dr 


— In-l 


2n 


^-( 2^3 - 


ft-2 


1 _ i _ I_ i _••• 4 - (一 1 W 、 

2n-l 2r/-3 卜 2” 一 5 十 （ ） 0 


(-Dd 十 


(一 l ) 矿 

2n-\ 


r)] 


[22841 l n 


(l-x 2 rdx. 


设 o* = sin/ ， 并利用 2282 题的结论有 

ff …」 (2w)M 

= cos" M ^rcLr = -—— 

" 0 (2/7+1)!! 


2之” 


[2285] I 


(n[) 2 

(2”+l)T 

r 1 x n dx 


r 1 x n ± 


设 I = sin/ ， 并利用 2281 题的结论有 


sin n / dt 


(2々一 1)!! 

㈤ ！！ 

(2々）！！ 

(2 々 + l)!! 


若 w = 2 々 ， 


若 r? = 2 々 + 1 


[2286] I n = r 尸 （ lru *)” dr . 

Jo 

解 I n = r，（laiTdr 


+ T ' r/ 


In' 


m yV(Iru:)-d r 


327 





dr 


m + l 


所以 


w + 1 




n — \ 


),『2 


(~^+ l )( 


n—\ 

"1+1 


)十部 


一 1) 


(m + lf 


[2287] 


解 


所以 


j : tan K )dr 

Jo tan ^' ( X_ f)[ sec2 卜 一 f )— 1 ]& 

.: tan2 K) d ( tan 卜 _ f) 卜 




一 ln -\. 


ln = —i + 2(n-l)—2(w2) + 


+ (-l) w • y + (-l) w /o 


tan x 


f ) 心 


In cos(^-f) 4 


= \ r ^ 
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. 用不定积分计算定积分的方法 I 第四章定积分 

因此 = (-ir inf + 音 (1 — | + 士 ―… 

+(-o]. 

若 fix) =f l (x) +if 2 (x) 是实变量 x 的复函数，这里 
f\(x) = Re/(x )， fiix) = 

R i 2 = 一 1 . 则根据定义 假定： 

• 广 . 

f(x)dx = f { (x)dx + i f 2 (x)dx 

J 

显然 Re f(x)dx = j Ref(x)dx, 

Im f(x)dx = (Im/(x)dr. 


【 2288 】利用欧拉公式 # = cosx + isiar ， 证明 

「2買 . （0， 若 m > n ， 

en r e -anr (Lr = 

J o \2n9 ^ rn = n. 


in Am 为整数 ). 

证 当 w = ”时 


e wr e" 1 


dr 


(cos 2 nr + sin ：/ ;lt )cLr 


da = 2 兀， 


当 w # w 时 


dr 


= (cos/ir -Wsin/a ) ( cosnu: — is\w?ir ) dr 


( COS7L 
Jo 

•2x 

C0S( 71 

Jo 


nj)xdr + i\ sin(;z — m)xdr 


【 2289 】 证明 : 


、b 0 6(<r* Q) 

e ( 响 dr = ^^ — (« 及 

d a + 中 

•A m h % b 

e (0 、 ? ’’cLr= e 111 cos/2rdr + i e^sin/Srdr 


(a 及 /? 为常数 ). 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


[acos/3r +j3sin/3r + iCasin^r —/?cosy3r)] 

a 2 +# 

e ax (g — iB)( cos/gr + zsinjSr) h 
(a + ^3)(a — ^3) «, 

e <a^)x I A /― 吞 ） _ e “(iri 炉 


利用欧拉 公式: 


a + ^3 


cosx = 士 M +e" tr )， 


si or 


:(e ! 


e -tr ) 


计算下列积分 h 及⑺为正整数 ）（2290 〜 2294) 


【 2290】 ' sin 2w jcos 2,, j-cLz-. 

Jo 


解设 J 


所以 


所以 


• J 

si 

0 


cos 2n x dr 


i 2m xcos 2w . 


f2x 

si 

Jo 


jIo . 不妨设 M < n, 利用欧拉公式有 

r(sFH 平)心 

( 1 广 2tc 2n 

(S (- 1) 爲严 ” （S W )dr 

L J 0 k=0 / =0 


_1 广 

o2//r f 2n 


2m 2n 


厶 "》 cn 广 2»r 

务 =0 / =0 J 0 






妄 ^2(- i)ncf ，而 

乙 k 一 A 


2n m + n — k 一 l 


n — k — l 本 Q ， 




-rr-k 


m \ n\{m + w)! ’ 


J_ r _ ?r(2/") \ ( 2 n )! 

4 i0 ~ 2 2 ^ ] m \ n \( m -\- u)r 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章1定积分 


【 2291 】 


解 


、 SITUIX 

. 0 siar 


dr. 


广 simir 心 

Jo siar 

丄 f 2ic e 如一 

"2Jo - 


f 迚 

Jo SI 


sinnx 


dr 


siar 


? 2£r r - 


-(if-l)tr 


dr 




Se ^ cLr . 


若 《 为偶数，则对称于任何々(0<々<〃_1)有 


(/r-Dir 


e 2 ^dr 


若 w 为奇数，设《 = 2/ + 1， 
则当々=/时，有 


\)u 


dr 


•2 霣 

Jo 


而当6关/(0<々<«—1)时，有 


dr = 2 兀； 


—(n-])ir 


dr = 0. 


因此，当〃为偶数时 


" = 0 , 

Jo siar 


当^为奇数时 


【 2292 】 


解 


n sinnr , 

-- ar = 7T. 

o sirtr 

、 cos(2n + 1 )j 
o cos^r 


dr. 


cos(2n + l)x 


cosjr 


dr 


2:r cos(2w + 1)x 


dr 


cosx 


2n e (2rH-l)£r I e ~(2^1 >ir 

-: - -:- dr 

o e 江 + e 一 1 " 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


_ 1严 - 


J2ir 、 2，rM 


+ 1 


e 2u +1 


dr 


2 


f X [ e - 2/lr 2 (- 1 ， (e 2£r ) 2 “ ] dr. 

J 0 k =0 


当々 = w 时 

ru 


e 


-2/ti 


0 


(e 2tr ) 2 ^da = 2 ； r; 


时 

•2 死 


e 


-2m> 


) 2 “dr = 0, 


故 


7( — 1 广 2 xr = ( — 1)” 丌. 


【 2293】 j cos n xcosnxdr. 


解 


cos 


n 




+ e—&)"(e 似 +e- 


其实 A 为常数， A 。 = 2, 


而 


所以 


• 2 買 


e 1 ^ dr 


2 丌 k = 0 

0 k ^ O . 


Jo 


cos^r cosnx dr 


u 2 ^ 

2. o 


cos^xcosmtcLz' 


i 2n 

2^2 2 
厶 k=-Zf 


， 2 買 


【 2294 】 


2^ 2 


sin 


A k dr 


2 丌 = 


解 




s\n xsinnr 


(20 


FT+ 


r( e 


a —e~ u ) • (e w -e 
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. 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


( 2 /) 




k=—2n 


其中认为常数，战 =—1 + (—1)' 


~V r dr 

0 


2 丌 

0 


所以 


sin 


rdr 


々# 0， 

1 f2>c 

~J sin\rsin/Lr cb* 


(20 


[-1 + (—1)”]2tt 

当 w 为偶数时， 


当 n 为奇数时， 


sin 


rm 


0 当〃为偶数时 

(一 1) 十 +1 当 „ 为奇数时 . 


因此 


sin^rsirmrdr 


# sin f * 


求出下列积分 (n 为自然数 >(2295 〜 2298) 

_ 

【 2295 】 ％ in 〜 cos (” + 1) 工 dr. 

0 

解 sin /r ^xcosCw + l)x 


— u \ /r-l / \ ).r 


2 ”（/) 


Ole 




其中 A k (k = 0, 土， … ，土 2w ) 为常数 

A。 = 0 ， 

而 fVdx=( 27r k = 0 , 

Jo \0 


所以 


sin" l xcos(n + DjcLt 


1 f2ir 

= — sirT"! jcos( w + 1 )xcLr = 0 . 
Z J o 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） _ 

【 2296 】 cos^ 1 xs\n(n + 1 )xcLr. 

0 

解 cos’ 广 1 isin (”丁 l)x 

= 1 (0^ 0 — ir )^-1 ( — 亡 - *( 奸 "： ) 

2 I 

1 2n 
L l k=-2n 

其中 B k (k = 0 , 士 1, 士2,…，士 2 n ) 为常数， 

B。 = 0 ， 


而 


所以 


•2ir 


e^dr 


o 


2n k = 0 

0 k^O 


cos ;r_l xsin(；2 + l)xdr 


if 2x 

2 J o 


cos rl xs\n(n+ l)xd.r 


【 2297】 j e ^ cos 2x jcir. 


解因为 



^ n [ a n +2^ CXcos 2( u - k ) x ] 


所以 


nt 


e & cos 


In 


2 2n 


2 2n 


) Q„.|%--dr + 2|] a n 


e ^ cos2(?i — k)x 


o 



n-\ 


+22 a 


(2n^2k)s\i)2(n — k)x — acos2(?i — k)s 


a 2 ^ (In-2k) 2 


2n 


忐卜 ^0>- 2 -一1)一士-&-1).2 


2 CI 


tta 2 ^( ln - lk ) 2 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


rf 

【 2298 】 lncos^r • cos2tndj：. 
Jo 

解利用分部积分得 


lncosx • cos2nr dr 


— s\n2nz • lncosx 
In 


— s\n2nx • lncosx + 

乙 n o 


I 丄「 sin2nr • sirtr 山 
2nJ o cosx 

{ If- cos(2yi — l)jj^ 
4;J o cosx 


4 ;zJo 


cos(2w +1) j 


COSJ ： 


dr. 


2 n 


sin2/?lncosj- 


lim — sin2riz lncosj — lim — sin2/Lr lncos.T' 
in j —in 


r 1 lncosx A i. 

lim — • — -0 = lim 

i-f-o — i — 卜号 -o 

* sin2Mr " 

1 p siar i. sin L 2Mr 

—j lim --- lim - 

cosZnr cosx 

£ £ 

(— l) n r 4sin2;ir • cos2;ir 

— —o ~ lim -:- 

4rr . — sirur 


cosx 


sin~2yir 

cos2;u- 


siar 


再利用 2292 题的结果有 

’号 cos(2/?+ l)x^. 
. 0 COSJ 


M: 


cos(2，， + 1 )x 

COSX 


dr 


(- 1 ) 


/, 7 T 


cos(2 ”一 1 )了 


cosx 


dr 


2 •() 


cos(2w — 1 


cos.r 


dr 


=(- 1 ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三） 


lncoar • cos2/Lr dr 


0 + 


訃 - 


rr~] 




—『A 


【2299】运用多次分部积分法•计算欧拉 积分: 


B(m 9 n) = J ( 

其中 m 及〃为正整数. 
解 Li(m，n) 


(1 一 


x ) 


1 

0 rn J 


尸 （1 — 1 广 2 心 


= - B (w + 1 ， w — 1 ) ， 

m 

继续利用分部积分法，可得 


B(rn，n) 


(n— 1 > (衫一 2) … 
m(m 4- 1 + j 


.2 • 1 f 1 

n — 2)J o 


^ 2 dr 


= (行一 1) 一 1) ! 參 1 m . n 2 

(m + w — 2)! //z + n 一 1 

— (沒 一 1) ! (m — 1 ) ! 

= (m + n -\)\ * 

【2300】 勒让德多项式 PAx) 用下式定义 

尸, ,(:) =点盖 0 2 - l )”] (n = 0， l ，2 …) • 




若 7 ?， 


证明: r F m ( x ) P „( x ) cLr = ： 2 # 

J-i 12^+1 ^ 若，… • 

证当 ; w # w 时，不妨设” m ，由于 P w (* r ) , p rn (.jr ) 分别为 
non 次多项式，则 P ( t ： n> U) = 0. hi 

R( ^ = 2h^~ ir， - 

由于 J =± 1 分别为 RU ) 的川重 零点. 所以 
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. 用不定积分计算定积分的方法 


R {k) U) = 

x=±l 

多次利用分部积分法可得 


0,1，…， w — 1 ) ， 


1 P lrt (x)P n (x)dx 
-1 

= ( j ) - P\U)R l ^ 2) U) + 

+ (—DD^CzORCr)] 1 

-1 

+ (-l) m J)(m:)dr 


=n 时 
P^U) 






l) 


(2n)\ 

2 n ?i\ 


同上面一样可得 


J 二 (P"Cr)) 2 dr 

= [P t ,(a:)R^ X) (x)-P ， n (x)R (r - 2 ) U) + 

+ (-l) 『 ip ： T" ⑴尺 ⑴] 1 

-i 

+ (-ir 「 K ⑴ dr 

-i 


(-D 


(2^)i r 

2 2n (n\) 2 J 


-l)”dr 


ggy:(l-: 2 )dr. 

siM ， 并利用 2282 题的结果有 


d-x 2 rdx 


L f co 〜織 


因此 


【2301】 


(P ( r ))2 fir , ㈤ ！ ㈤ ！！ _ 2 

〜 — 2 2n ~ l (n\) 2 (2” + l)!! — 2n + l. 

设函数 /( ： r) 在 0,6] 区间可积分，而 F(:r) 在 [a ， 6] 


2” + r 
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I 吉米多维奇数学分析习题金解 (Ig _ 

区间内除了有限个点 Q(i = \，2，…， p 、 及 a、h 点外有 F \ x ) = 
/ Cr )， FCr ) 在这有限个点处有第一类间断点（广义原函数). 
证明 •• 

h fU)dx = F(b-0)-F(a-\-0) 

• a 


- 2 [ F ( c # + 0) - F(d - 0)]. 


证不妨设 a < c x < c 2 < 
由于 fix ) 在 [ a ，6] 上可积，故 


• • • 


< c p < /)，并记 O ) = a 


/ ⑴ dr = 


a 


Hm2 | V， 7 

7^°/ = 0 J r i + 7 


f ( x ) dr . 


根据假设，在 
一 莱布尼兹公式，可得 


7 ]上 F ' Cr ) = /(•!•)，从而可应用牛顿 




f ( x)dx = — tj ) — F(ci + rj ), 


因此 


n b 


f ( x)dz 


a 


lim 




2[^H-i-0)-F(r,+0)] 


= F(b — 0) — F(a + 0) 


-± 


(FCr, +0) 


- F ( a - O )). 

【2302】设函数 /( i ) 在 [ a ，/;] 区间可积 ， R 


Fix ) = C + 


/( ⑽， 


a 


为 /( x ) 的不定积分.证明 ：函数 Fix ) 是连续的，且在函数 
fU ) 的所有连续点处都有 等式： 

F \ x ) = fix )， 

那么，在函数 / Cr ) 的不连续点处，函数 FCr ) 的导数如何？ 

研究 例题： 


(1) /(士)=1(”=±1，±2广.)，当0：#士时及/(工）=0 ; 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章.定积分 


(2) /(•!•)= SgrLT. 

证由于 / Cr ) 在 [ a ，6] 上可积，故必有界.所以存在 M >0, 

使得 

I fix ) |<M 
因此，对任何 *r 6 [ a ,6] 得 

I F(x + Ax ) — Fix ) I 


<M I Ax 1—0 (当 Ax 

x 


0 时）， 


即 FCr ) 点 j 处连续，由 i 的任意性知 FCr ) 在 [ a ，6] 上连续，现设 
/(/) 在 / = : r 处连续，于是，任给 e >0, 存在5>0,使得当丨 t-x | 
<5时，恒有 

I f ( t ) — fix ) |<£， 

于是当0<| Ax |<3时，有 


F(x + Ax ) — Fix ) 
Kr 


-fix 、 




< 


TXh 6 


l^r I 


故存在，且 


F \ x ) = lim 


Fix + Aj ) — F ( j ) 


/ ⑴， 


而在 fix ) 的不连续点， F '( t ) 可能存在也可能不存在. 
例如，设 


fix ) 


(n = 1，2,…）， 


°当 W 亡时 


仿照2194题可证 /( x ) 在[0，1]上是可积，且显然 


0 




lim f 

c 


(/)d/ 


(0<x< 1), 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


然而在点 


处， FCr ) = C 的导函数 


F \ x ) = 0. 

但对于函数/(了）= sgor , 它在[―1，1]上是可积的，且 


T f(x)dx 

0 


然而在 fix ) 的不连续点 *r = 0处， F ( t ) = u | + C 的导数 F 7 Cr ) 
不存在. 

求出下列有界非连续函数的不定积分 (2303 〜 2308). 

【 2303 】 sgardr. 


sgarda* 


sgarcb + C 


l + C. 


【 2304】 I sgn (sirur) dr. 

W 

解 由于 sgn ( smx ) 在任何有限 K 间上可积，故其原函数 

F ( x ) = sgn ( sin /) d / 是(一 oo ，+ oo ) 上的连续函数•对任何工，必 

0 

存在唯一的整数々•使 h < J ： < (々+ l ); r ， 于是 
F(jt) = J sgn(sin/)d/ 


sgn(sinr)dr + sgn(sin/)dr 
0 J kK^f 

号 + 「- - ■ sin/ d / 

乙 \/l — cos 2 / 


+ arccos(cos/) 




= 号 + arccos(cosa) — ^ 

=arccos(cosx ) ， 

丨 

sgn(sin.r)cLr = arccos(cosx) +C 


(—oo < x <+oo). 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


【 2305 】 |[x]dr (x> 0 ). 


解 1 ：^ = |t 


々 d/+ L x]dr 
J [j] 


I ^ J I 

+ —O]) 


k=o 


0 * 1 - 1 ) 




因此 


: J [a-] dr = :[>] - H 2 f M +C. 

【 2306 】 [jr[x]cb* (x ^ 0 ). 

%/ 

解 I / [/] d / = 2 [ ktdt + 

JO fr^Jk J[x] 

3 ( 2 L ) 2 w 

令 + 音 )+ ^迎 

— (M-1)[j](2[x]-1) [>]([>] 一 1) 


PIV 


H M(M + i)(2M + i) 

2 12 


所以 


Jj[x]dr 


x 2 [j] — [>r]( [x] + 1 ) ( 2 [a~] + 1 ) 


【 2307 】 (-l) >] dr. 

解利用 2304 题的结果可得 


-l) w dr 


x 

sgn(sin7Tj)cLr + C 

Jo 
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arccos(cos7rx) 


+ C 


arccos(cos7rx) +C 


I 2308 J 


0 


/( jOdr ， 其中 


/⑴ 


解 


1 ， 
0, 

当时 


若 I : l < ，， 
若 I I > /• 


0 


/(x)dr = J o /(a-)dr -f-J / (j')dr 


!>+!> 


cLr 


当/<-，时，则一了>/，所以 


f(x)dr 


= - 


I / ( - 


t)du 


- r f(u 
• o 


)du 


t 


当 Ul < f 时 


f(x)dr 


i: 


ldr 


O' 


因此 


JXx)di' = —( I t -\-x | —I / —x I ). 


计算下列有界非连续函数的定积分 (2309 〜 2314) 


【 2309 】 | sgn(j — j -') dz *. 


解 sgn(j — x 3 ) 


|1 当0 
i-1 当 1 


当0<1<1时 
当1<1<3时. 


所以 




0 


sgn(x — x 3 )cLr 


cLr — cLr 


— 


1. 


0 


【2310】 


•2 


0 [來 


解 因为7<¥<8，所以 


[e J ]cb 
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• 用不定积分计算定积分的方法 第四章定积分 


fln2 fln3 fliv» f2 

ldr+ 2dr+ 3dr + … + 7dr 

0 In2 In3 ln7 

ln2 + 2(ln3 - ln2) + 3(ln4 - ln3) + … + 7(2 - ln7) 
14 —(ln2 + ln3H - hln7) = 14 — ln(7!). 

rv i Ttx 


【 2311 】 [x]sin - 7 -dr. 


[:] sin ^dr 


0 


n -.y. 「3 「4 

sin ^-dr + 2 sin ^ 7 -dr + 

1 D 2 0 3 

+ 4sin 亨 dr + 5sin 亨 dr 

4 0 5 0 


3vsin 


—(cos 吾 + cos 夸 + cos 孕 + cos ^ 

丌 \ t) 0 0 0 

+ cos ^ — 5cos 丌 ) = 


【 2312 】 xsgn( cosx) dr. 


解 


j-sgn(cos.r)cLr 


xdx + (— x)clr 


2 


【 2313 】 rin[*r]dr • 其中 u 为自 然数 . 


lny]cLr 


ln2cLr In3dr + 


lnwclr 


w% 

t ln^ = ln("! )• 


k = 2 


【 2314 】 sgn sin(lru )]dr. 

0 

/% f 

解 sgn_sin( lar)_cLr 


— l)dr + lim 


\ re “ 


mj] 

^ k = ] J 




(-l)^cLr 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 



1. 函数的平均值 数 

蝌 /] =占£, ⑺心 

称为闲数/(X)在区间 [a，6] 上的平 均值. 

若函数 fix ) 在区间是连续的，则存在一点 r 6 ( a . b ) 
点满足: M[/] = / ⑺. 

2. 第一中值定理 若 （1) 函数 /Cr) 与〆 jO 在区间[心幻上 
有界并可 积分； 

(2) 当 “<* r< 6时，函数# *r) 符号不变，则 

% 6 Ch 

f ( jc )( p ( x)cLi = /I ( p ( x ) di ^ 

J a a 

其中 m < iVf 及 //? = inf = sup / ( j )； 

aO<A a^r^h 

(3) 此外，函数 /Cr) 在区间 0,6] 是连续的，则 p = /(r)， 其 
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. 中值定理 


第四章定积分 


中“ < r < 6. 

3. 第二中值定理 若 n ) 函数 /( x ) 与在区间上 
有界并可 积分； 

(2) 当 a < i <6 时函数 p (: r ) 单调，则 

f(x)(p(x)di = (p(a + 0) [ f(x)dx + <p(b — 0) f(x)dr, 

其中 

(3) 若函数单调递减(广义上）且非负，则 

f(jr)(p(x)dj = cp(a +0) f(x)da (a ^ b ) ； 

a a 

(4) 若函数 #•!*) 单调递增(广义上）且非负，则 

f (x)<p(x)Ar = (p(b — 0) f (x)da' (a ^ ^ ^ 

J a ( 

【2316】确定下列定积分的 符号： 


(3) 


( 1 ) j arsiarcLr ； 
x 3 2 r dr ： 


(2) r ^cLi '； 

Jo x 


(4) 


2 IiltcLt. 


( 1 ) xsiarcU' 


‘rsiru dr 丁 


[j.sirucb 


n 

xsi 

0 


.rsiardr — (t + tt) sin/d. 


「 sin*rdr< 0 ; 


(2) 由第一中值定理知 


I ： 


dr = T ^dr+T- 

Jo J ： J X 


\n2x 


dr 


sirtr 


dr 


广 sin/ 

JOt + 71 


晶 〉 0 



吉米多维奇数学分析习题全解(三) 




= [ : r 3 ( e J — e : ) dr 〉0 
Jo 

(因为在(0,2)上, /( e ^- e 一 x ) >0)； 
(4) 由第一中值定理有 


x 2 \njr(Lr = -y C 2 InC < 0 

其中 j < C < 1 . 

【2317】下列各题那个积分较大： 

( 1 ) 2 sin^dr 或 [ 2 sin 2 xdr ? 

Jo Jo 

(2) 「 e _J dr 或 [ V ^ dz ? 

Jo 0 

•1 C 2 f 2 冩 2 

(3) e ^ cos 2 :rdr 或 e ’ cos 2 xdr ? 

JO J n 

解 （1) 当 (0，号)时.0<$1111'<1.从而0<411 1 ’ 了<士1 2 *2.,于是 




. 中值定理 第四章定积分 


(2) fix ) = vG 7 在[0，100] 区间; 

(3) fU) = 10 + 2 以 01* + 30) 灯在： 0,271] 区间； 

(4) fix) — sirLrsin(jr + 在 [0,2 兀 ] 区间 . 

解 （1) M (/) = J * x 2 dr = -|; 

⑵ m(/) = ikr 細 = 忐 x 音工 1 r = 


(3) M (/) 



1 ： 


(10 + 2 siar + 3 cosx)dr 


(4) M (/) = siirrsin(x + ^) dz ' 


iSolb 


OS(p — 


cos ( 2 a * + y ?) J 


d*r 


=~2 cos < p . 

【2319】求下列椭圆焦径长度的平 均值: 


1 — ecoscp 


( 0 <€< 1 ). 


解设 p = 7 t + /， 并利用 easy 为以 2； r 为周期的周期函数及 
2213题的结果有 


M(r) = Uo r^ d( p = iL 


丄广 
2^ 0 


1 +£ COS ^? 


d(p 


ir 


1 +ecos^ 
27 T 


d<p 


yi - e 2 

【2320】求出自由落体的速度平均值，设初速度等于 
解自由落体的速度为^ =训+皮， 

在时间段0 </< T 内速度的平均值 


M ( v ) 


^ ( I ；。 + gr)dt = +gT + v 0 
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..吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


= j + 以 T 〉， 

即平均速度等于初速度与末速度之和的一半. 

【2321】交流电强度按照以下规律 变化： 

• • • / 2tt/ 丄 \ 

I = ， 0 sin (〒 + 孓）， 

其中/。为振幅为时间•了为周期及 p 为初相.求电流强度平方的 
平均值. 


解 


M ( ) = + f 6 sin ‘ ( p ) d / 

=£[i(¥ + ^)-T sin2 (¥ + ^)]L T 


il 


[2321. 1] 令/(了） 6 CTO ，+ cx )) 和 lim /( x ) = A , 求： 

r-^ to. 

lim — /( j *) cLr . 

•r - ♦ 卜 〉 sr J o 

研究例题 f (- r ) = arctaar . 

解分三种情 况讨论 

(1) A >0, 因为 lim /(: r ) = A ，所以存在 i ?〉0, 使得当 a :〉 

t ♦ 十 "^ 

/? 时 /Cr)>4, 


占女 lim [ /( x)dr =+ oo . 

应用洛必达法则可得 

lim — /( x)dr = lim fix ) = A . 
JT J 0 

(2) 若 A <0, 则同样的讨论可得 
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. 中值定理 第四章定积分 


lim [V(:)Ar 


=— 


所以 


lim — /(x)cLr = lim f(x) 
X J 0 


(3) 若 A = 0, 则选取 B>0, 设 
g(x) = f(x) + B ， 

则 liijn g(x) = B 〉 0. 

由情形 (1 ^ 的讨论可知 

lim — ^(j)cLr = lim g(x) = B, 

j • 务⑺ JT J 0 


所以 


lim If/Od, = lim ^ (j)Cb -~J> 


[ g(x)dr Bdr 

lim - lim — 


B- 


[/(a*)cLr 

综上所述，有 lim - =A. 

j- X 

设 /(jt) = arctaor ， 

则 lim/(a ) = 


arctanxdr 


所以 


lim 


【 2322 】设厂 / ⑴山 =i/(fir) ，求出 认若 : 

0 


(1) fit) =r(”>—1); 

(2) fit) = \nt ； 

(3) /(/) = e ， 
limp 和 lim 0 等于多少？ 
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解 


(1) 1 = T rdt 

Jo Jo 




从而 


rt + 1 


& 1 工 


n-\ 


所以 


n + V 


(2) f(t)di — f ln/d/ — /(In/ — 1) — x(\n— 1) 

• 0 Jo 0 


从而 

x(\nx — 1) = xlnCftr) , 

于是 

6=-. 

e 

(3) 

\ f(t)dt = e'd/ = e 1 _ 1 ， 

J 0 0 

从而 

e" - 1 = , 

于是 

e_ 


lim ^ 


lim 丄 In 已二 ^ = - 丄 ) 

t^o x x o V e — 1 x / 


= 1 ^(^T 


xe r - e r 






lim d = lim —In --- 

r«#"+o=r X X 


1 (^ 1 — 士 ) 


利用第一中值定理，估算积分 (2323 
【 2323 】 


2325) 


解因为 




<1+0. 5 cosx < 之’ 


即 
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• 中值定理 第四章定积分 


所以 


i + 0. 1 5coar dr ^ 4?r- 


镰 

【2324】 

( 


1+ j * 


解由第一中值定理知存在(0，1)，使得 


0 VI 




_ ± _ 

10 VT+cf 


lo /ITc 




所以 


^<1 


10/2 




fioo p -^ 

【 2325 】 L 


解 


"Jo «r + 100 一 

e 一 " r e~ x e 一， 

2 oo ^ JTToo^Too 


(0< x < 100), 


从而 


e J 
200 


1 -e~ 
20—0 


「100 (MOD 

JTToo^^Jo loo^ 

)n- e- , / 1-e 一 100 

^Jo j . + 100( h 、 100 - 


【2326】证明 等式: 


(1) lim[ — dr = 0; 

(2) liml sin w j*dj* = 0. 

，卜 ，: J o 

证 （ l ) 因为当 0< x < i 时， 


(2) lim 


o<T^C ，， 


所以 




n + r 


而 


lim 


》 w + 1 
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吉米 


因此 



习题全解(三） 


_ 

lim 


1 +x 


dr 


(2) 对任意给定的 e>0 目 . 设，则 

•-f f - f-f 

0 ^ sin^xdr ^ sin^rdr+ e 
• o Jo 

< £ + (f - e) sin w (号一 e ) ， 

而 lim^y 一 e)sin” (号 一 e)= 0 ， 

故存在 N > 0, 使得当 ^ > iV 时 

(f- C )sin"(|-e) < £ . 


故当 „>.V 时 


0 ^ J 2 si 


siiV’j cb < 2e ， 


ff 

lim si 

ft 0 


sin'r cLr 


【 2326.1 】 求出 : 


/! N i- f 1 dr 

(1) lim - —■; 

f^oJ 0 + 1 

(2) \im\*fix) 

e — oj ® X 

其中 a>0,6>0 及 /(o*) e c[0 ， l] 


解 （1) 


lim[ 

r^ 4 0J ( 


dr 

cTH 7 ! 


in 

lim — 

e-^o o 


lim —arctan(Ve 2 ') 


lim 


d(7ejr) 

l + (v^r) 2 
arctanTe 


y/e 


(2) 由于 /(I) 在 [0 ， 1] 上连续 • 故由积分中值定理，存在 C •(田 
<c<eb ) 使得 


tb f ( x ) — = f ( c )\ eb —, 

ta J ta JC 
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• 中 值定理 第四章定积分 


所以 


limpV (^) — = lim /( c ) — 

ta X c _"H) J ea X 


lim /( c ) ln - 

e -^-0 a 


/(0) ln f . 


【2327】设函数 / Cr ) 在区间 |>， 6 ] 上连续，而函数 ^ Cr ) 在 
区间 [ a ， 6 ] 上连续且在区间 G ， 6 ) 可微分，而且当“ A 时， 

(p\x) ^ 0. 

运用分部积分法和利用第一中值定理，证明第二中值定理. 

证 设 F ( I )= S fU ) dt,m 

a 

J(x)(p(x)djr = [ cp(j：)dF(x) 
a J a 

= F(jr)<p(x) j — J F(x)<p f (x)dr 
= F(b)(p(b) — F(a)(p(a) — F(rj) (p f (x)(h 

a 

=F(b)<p(b) — F(rj)[^<p(b) —〆“)] 

= (p(b)lF(b) — F(rj) ] + (p(u)F(rf) 

=(p{b)^ f(x)dr + /(oOdr. 

其中 ^ < 7 < 6 . 

利用第二中值定理估算积分 (2328 〜 2330). 

「 200« ^ 


「 200« : 

【2328】 ^ dr . 

lOOir X 


设 fix ) 


< p ( x ) 


则 / Cr ) 及 ^(. r ) 在 [1007 T ，2007 r ] 上满足第二中值定理的条件，特 


別 ( p ( x ) 


单调下降且不为负，于是 


2 ’ siar 心.一 

=丄「 

sirLrdr 

lOOir X 

100 丌 」 lOOn 



sin 2 i 


1 — cos^ _ 

Mn 2 

6 

IOOtt 

507T 

50 丌， 
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其中 1 OO <$<2 OOtt ， O <0< 1. 


【2329】 


siarcLr (a ^ 0；0 <ia <C b ) 


解设 f ( x ) 




则 /(* r ) 及 cp ( x ) 在 [«，6] 上满足第二中值定理的条件# Cr ) 单调 
下降且非负.所以 


1 ： 


sirurclr 


a J a 


si nr dr 


ae a 


(cosa — cos ^) 


ae ° 


\n ^sin 


其中 I 糾 <1. 


【2330】 [ siar 2 cLr (0 <C ^ <C b ). 


解设 x =>/ F ， 


则 


dr 


d / 


2vr 

* If ” sin /. 

^=2]^ Y dt 


设 


fit ) = suit ^< p ( l ) 


it 


应用第二中值定理有 


2. 


sin / 


“ 2 i 


d / 


2^J 


sin / d / = — (cosa 


COS 冬） 


sin 


sin 




其中 a 2 <?<6 2 , UI <1 


因此 


2 da 


0 


(m<i) 


【2331】设函数 /( 1 ) 与在区间 [ a ，/;] 上可积且平方可 
积，证明柯西-布尼亚科夫斯基不 等式： 
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• 中值定理 第四章定积分 


| J <p(x)ip(x)dj ： I ^ | (p 2 ( j)dr 0 2 (x)dx. 

证法一:因为对任何实数 A 都有 
[_<p(x) — A 0( j*)] 2 dr ^ 0, 

a 

即 9 ^(: r)dr —2 A <p(x){p(x)dr-\-X 2 [ tp 2 (x)dx^0 

a u J a 

所以左边的二次三项式的判别式必不大于零 ， BP 

|| j — J ^ 2 ( x)dr • 0 2 ( x)dr ^ 0, 

因此 || ^( a *)0( x)cLr J ^ J y ) 2 ( x)dr • J ( p 2 ( x ) dr . 

法二 ： （J <p 2 (x)(Lr) (| 0 2 ( x ) dr )— (| (p(x)ip(x)dx) 

= |(丁/(:)心)(|/(: y ) d ： y ) 

+ \(\f ( ， )cLr) {^(p 1 (: y)d ： y) 

—(J 9(j)0(j)dr). (J (p(y)ip(,y)dy) 

= y \ (J — 0(j - )y(^)] 2 dr}d3 ； ^ 0, 

故 ([ (p(x)(p(x)dr^f ^ J (p 2 (x)dx • | 0 2 ( j *) dr . 

【2332】设函数 /( x ) 在区间[心6]上连续可微分且 /( a ) = 
0•证明不 等式: M 2 < ( b - a )\ h f 2 ( x)(Lr 

J a 

其中 M = sup I fix) |. 

a<x<6 

证设 xe [ a ，6]， 利用柯西一布尼亚科夫斯基不等式有 

| f (x)d.r\ ^ 1 • dr • j' 1 ( jr ) dr , 

' a " a a 

即 /-( x ) = I fix) — /( a )] 2 ^ (x — a ) I ( x)dr 
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^ (6 — /’ 2 (* r ) dr ， 

由 i 的任意性有 

u 

【2333】证明不 等式： 



(p>0). 


证 

所以 

因此 


当 w + p ， 有 







- ► 0(n 






u . 广义积分 


1. 函数的广义可积性若函数 / Cr ) 在每一个有穷区间0, 
b~] 上依平常意义是可积分的，则 定义： 

/( j-)dr = lim [ /( x ) dr . ① 

若函数 J (j.) 在，， 点的邻域内无界且在每一个区间[心6 — 
e ]( e >0) 内依平常意义是可积分的，则定义 

/ ( x)cLr = lim /( x)dr ② 

J a u 

若①或②极限存在，则相应的积分称为收敛的，否则称为发 
散积分(基本定义！） . 

2. 柯西准则积分①收敛的充要条件是对于任意 e > 0都 
存在数 b = b(e) ，当 V > /;和 f 6时，下列不等式 成立： 

£/ Cr)dr < e . 

对于型同②式的积分有类以的柯西准则. 
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• 广义积分 第四章定积分 


3. 绝对收敛的判别法若 | f(x) | 是广义可积分的，则函数 
/(•r) 的相应积分①或②称为绝对收敛，而且显然是收敛积分. 
比较判别法 1 当了> “时， |/Cr) |<F(x). 

若「 FCr)dr 收敛，则积分[一/⑴心绝对收敛. 

J cl a 


比较判别法2 


时，若 ip(x) > 0和 <p{x) 


(T(0(*r)), 则积分 （T)dr 及 0(T)dr 同时收敛或发散，特 



别是当时，若 

比较判别法 3 (1) 当 a 


0(^)，该结论也成立. 

+ OC 时， 


fix) 




此时，若/> > 1,积分①则收敛：而若/< 1，积分①则发散. 
(2) 当 了― 6 — 0 时， 

/(:) = o . ((卜、)，). 

此时，若/>< 1,积分②则收敛;而若 P > 1，积分②则发散. 
4. 收敛性的特别判别法 若: 

(1) 当了 时，函数 9 Cr ) 单调地趋近 于零； 

(2) 函数 / Cr ) 有有界原 函数: FU ) = \ T f ^) d ^ 

J a 

则积分 f/(^MdcLr 收敛，但一般来说，并非绝对收敛. 


特别是若 P>0, 则 积分： 

< 


COSJT 


dr 


• i 

及 

a 


dz (a > 0) 


收敛 • 


5. 柯西主值若函数 /(x) 对任意 e > 0 时存在正常 积分: 


则下数 


/(i)dr 及 /(x)cLr (a 

a cH 

v- p• r V。) 心 

a 

lim'p/(x)dr+f /(x)dr I 
g LJ a J c+x -J 


<c<b). 
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称为柯西主值 ( V . P .). 


类似的， 


[^/( x)dr 

J —oo 



f (x)dz. 


计算下列 积分: 


【 2334 】〜与 (a>0). 

Ja 

解 I 与= lim [ R AcLr = lim (士 _ 去) 

Jd X" X f?—^ V Cl K / 


【 2335】 j lrLrdr. 

解 [lardr = lim larcLz = lim ( a*lar — j -) | 

Jo r— hJ c e_ — 0 


lim(e — eln£ — 


-1- 


[23361 n . r ^- 


解因为 

dr 

Jo rr ? 


/-i m \l if? 


lim arctani^ 


• -oo 1 + J ： 2 


r ^L rfe 

lim (—arctan(—K))= 吾， 

R ^ h >= L 


所以 


一 心 = A 4_ _ZL 

lT? ~J ~2 


【 2337 】 


解 


dr 

1 vT 3 

dr 


dr f 1 dr 


limf —^=+ limr " 9 -^ 

~ l+t J\ —— X 1 T 9 ^ 0 J 1 — 
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. 广义积分 第四章定积分 


lim [— arcsin (— 1 + e )] + limarcsinC 1 


【2338】 

2 


dr 

了 2 + 了一 2 . 


解 


dr 

x 2 +x-2 


rb 

lim - - 

2 (x — 


_ d £_ 

l)Cr + 2) 




lim 


办 一 1 

A + 2 


} ln {)=| ln 2, 


【2339】 

-oo 


dr 

(x 2 +x+\) 2 


解由 1921 题的结果有 

dr 

(x 2 +x+l) 2 

= 1N + -^parctan 

3(x z +x+l) 3^3 


2x+l 

73 


+ C, 


所以 


_dr_ 

Cr 2 +*r+l) 2 

.a (j - 2 +JT+ l ) 2 + 

(1 + 4 rcta ±_ [- 


lim 


dr 

(x 2 +.r+l) 2 


1 「 2a+ 1 

^3 L3(a 2 +a + 1) 


H - ^arctan 

3^3 


2 a - fll ] 

>/3 J) 


/r 26+1 I 4 
^ lL 3(6 2 +6+ l ) 3 y 3 


arctan 


26+r 

乃」 


— -rr H - —arctan — 

L 3 373 73 
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123401 r 去 

解由1881题的结果有 




ln 本土 ^ + 咖红 _+ C ， 

X -— x +1 73 73 


所以 


「 cir 

Jo 1+: 3 
= 


^So\+? 


lin, [jin + Cretan 

卜一 L 6 ，一 J 十 1 73 






arctan 


2b-\ 

If 


2 j — 1 1 

1 _ 7 rJ 

+ -^ arctan 


= 2n 
3 73* 

123411 I ：' 靜. 

解由 1712 题的结果有 


[x 2 + l 

J y +1 


所以 


—d,=-arctan-^ + 0 , 

ir ^^ = j ^ r ^ i dr 

1 (会咖 t ^)[ 


上•上 + 1 • 

41 2 72 


Ti 


【2342】 1 - 心 ， - ■ . 

J o (2-‘ r ) y / l ^ 

解先求出 f - 

(2- x ) y \^ 


设 


1 — j- 


1 — r , cLr =— 2 tdt 


所以 


dr 

(2- x ) / T ^ 
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=— 2arctan 广 + C =— 2arctan >/l —a: + C 
1 dr 

° ( 2 — x ) 


ri-t 

lim - 

o ( 9 —— 


dr 

(2_ 工） 


lim (— 2arctan V\ — x \ ) 




lim (— 2arctan V\ — (l—e) + 2 • 予) = 号 


【 2343 】 


dr_ 

l + x 5 +? 


解设 7 l +: 5 +，+* r 5 =“ 
则当 1 < I < oo 时， 1 +万 < £ <+ OC ， 


所以 


r dr 

'* j yi +^+ x 1 

i 1 /-i 〜 
~~b {n 7T\ lV 3 ~ 


_ 2 f— At 
- TJiW 3 z 7 ^ 

5 2+73 


【 2344 】 


x\ru' 


(l+x 2 ) 2 


dr. 


因为 lim 


x\ru: 


^ 以 " 二 （ l + i 2 ) 2 ’ 

即被积函数在 x = 0 处连续，乂当 *r 〉 1 时 

xlar ^ x 2 〆 1 

(1+ a . 2 ) 2 & ( l + i 2 ) 2 、？’ 


所以积 分 \ 

U 

•+ <v 

、0 


x\nr j 
(l+x 2 ) 2 H 

: rlar . 

( l + x 2 ) 2CLr 

l, x\m 
o (l+x 2 ) 2 


收敛，又 


dr 


•+oo 

+ 

1 


jrlrtr 

(l+x 2 ) 2 


(Lr 
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对右边的第一个积分作变量代换，令 i ^• ，则 dr =— ^ 山，因而 


xdx 


(1+x 2 ) 2 


Hii 

( 1 + 7 )' 


(― + ) d/ 


-I 


tint 


( 1+/ 2 ) 2 


d / 


jrlar 


= — 


【2345】 


解设 x 


(\+x 2 ) 2 

xlnxdx 

(l—+x 2 ) 2 

acrtaar 


dr 


+ 


xlndr 

(1+r 9 ) 2 


0. 


则 


0 (1+x 2 )^ 

=tan/, 
arctaar 
(i+x 2 ) 音 


dr. 


i : 


tsecj 

sec 3 / 


d/ 


1 


tcostdt 


(tsint + cost ) 


- 1 . 


【2346】 


e— ar cosferdr (a > 0). 


o 


解根据 1828 题的结果有 


e 


cosbxdr 


— acoshr + bsinhr 


a 2 ^b 2 


e 


+ C, 


所以 


e a, cos/xz dr 


一 acos/xr + 6sin/xr 

— 


e 


) 


a 


a 2 +b 2 ' 


【2347】 


e ^sin&rdr (a > 0). 


解根据 1829 题的结果有 


I ； 


e ^sin&rcLr 


( 


asinbx — bcoshz 


a 2 +b 2 


e 
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• 广义积分 t 第四章定积分 


= b 

— 

利用递推公式计算下列广义积分 （ fi 为自然数 ）（2248 
2252). 


[2348] I , 


1 ； 


解 


0 


dr 


d(— e" 


e 




e 


dr 


n 

Jo 


1 八一 


又 

h = 

Jo 

所以 

Jn = ril^ 


e J dr 


dr 




[2349] l , 


解 


/,, = nlrr-i = n(n — 1) = ••• 

= n(n— l)--2 * 1 / 0 = n\. 

1 = I— (,ax 2 ^hx+cY (af _ 

根据 1921 的结果有 

_ or + 6 _ 

，' 2(n — l)(ac — 6 2 )(ar 2 + 2hx +c) 

, 2n — 3 a 『 

• 2(ac-b 2 ) 

2 n — 3 a T 

_ 7^7 7T # 77 ^ir-l (w 〉 1, 

2(w— 1) ac —b l 

r _ 2 n — 3 _ a T ( ^ 

n - 2(n-l)^^ lrr - 1 

r = r ° 心 

1 J 〜 a*r 2 +&r+c* 

I a I (x + — 

= — 严 arctan —/ 

Vac — b 2 Vac — b 2 

= _jrsgno_ 

Jac — fe 2 


(ac —b 2 > 0) 


Jrr -\ 


(” >1)， 


( n > 1) 


—oc 


arctan 


|a 1 (o 

Jac —b 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


因此 


丌 “’ 广 1 sgnu 


n 


(2;?-3)(2 ； /-5)-3 > 1 • 

(2” 一 2)(2” 一 4) …4 • 2 & — 办 2 广士 

(2w-3)!! ^^gna 


[2350] /„ = 


(2^-2)!! (flr _ 62) -T 


_j _ dr_ 

jCx+D — Co ' + w ) 


解因 lim x' 


j(x+l) … Cr + ”） 


1 ，且 ” + 1 〉 1 ，所 


以 /,, 收敛 . 先考虑〃 > 1 


1„ 


x 


JC 


n . 


= 一 /〆 

77 


X(X + 1)."(JT +W) 


dr 


ii : 


对于右边第二个积分，令 


r 


Cr+l) … （x + w) 


(JT + l)“.(T + ； 7) 

1+1 ,则 
dr 


dr 


=1 




dt 


t(t+ !)•••(/ + n—l) 


l - x ~ J 


dr 


«rCr+l) … Cr + n-1 )， 


所以 


L 


丄 I " 

71 . 


dr 


jt ( j : + l)-“ （ :r+ m — 1) 


，而 


x(x + l) ### (x +W — 1) 


1 


1 


(n-l)\x (”一 2)!Cr+l) 1 2!(” 一 3)!Cr + 2) 


• • • 


+ (-l) 


n\(x + n — l) 


(n 






k=o 


•? 

4 # 


+々， 

dr 

X + k 
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• 广义积分第四章定积分 


1 ，广 

I 穴 [ln(6 + 2) — ln (々 + 1 )] 




n\ r- 


^]Cf,(-l)Mlna + l). 


显然 A = ln2. 
[2351] /„ 


1 x n dx 

0 v / d - xKl + x ) 


解 


lim >/\— x • 

y ( i - x )(\+ x ) 


所以积分 L 收敛 • 设 i = sinr, 并利用 2281 题结果有 


sin ; 7 dt 


(2k-\)\\ 

(2k)\\ 

(2々一2)!! 
(2 々一 1)!! 


当 ” = 2 々时， 


当 rz = 2A — 1 时 _ 


【2352】 


广 dr 
Jo ch^ l x 


显然积分收敛，设 x = In (tan 音 ) ，则当 0 < I <+ 


时，吾 < / < 7c. ch.r = -T—,cLr = -r—dr . 所以 
2 sin/ sin/ 

, =「土 
“ Jo ch 〜 


X 


sin'7d/ = sm n udu 


! (2k — 1 ) ! ! 7T ^ o / n 斗 

wm，、 = 2 々时 


(2々一2)!! 
(2々一 l )!! 


，当 《 = 26 —1 时. 


【2353】 （ 1) 2 lnsiarclr ； 

Jo 


(2) lncosj^dr. 





吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


解因为 


lim yfx • lnsiar = 0 


所以积分 


lnsiarclr 收敛，而令 


x 




则 


所以积分 


•f 


0 


ff 

lncosxdr = 

• o 


lnsin / d /, 




lncos ^ dr 也收敛，设 


o 


A 


lnsirudr . 


则 


2 A = 卜 (InsirLr + lncoar)dr 
Jo 

= | o 2 ln ({ sin 2 x)dr 
=J ‘ lnsin 2 j*cLr -号 ln 2 


丄广 

2. o 

KI ： 


Insin / d / — 4 ln 2 


lnsin / d / + 


lnsin / d /) — f ln 2 




0 


lnsin / d / 一 jln 2 = A — ! ln 2 


所以 


A =— 号 ln2. 


即 


lnsiar dr 


lnco&rclr 


2 


ln 2. 


【2354】求 


e 


E 


i siar — cosa : I , 

仏 


其中 E 为在区间 (0, + ⑺）上使被积分式有意义的* r 的集. 
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• 广义积分 第四章定积分 


解 r e - f 1 siar - coar 1 心 

J E K /cm r' 


4<>c 

s ( 

k ^0 J 


(2 H 1) 


\-i 1 siar - cosj | ^ 


这里乏 >, =lim 而 


e _f cosj ： --jina ：dr 


所以 


因此 


2 e ] d( >/situ ) — Je ^ y/s\n.rdr 

2 e 专 y/sinx + e + \/ siarcLz * — • 

2 e ^ \/siar + C 9 
.(2 卜"、一令 I sinx — cosjc 1 ^ r 
2kn y / siar 


e 号 V siar dr 


[(“.+ e ~i CQSJ 

J2 紜 v 

+ , e 2 — 

J (2^4)n 

^ (2 务 

2 e 专 V siar 

Zki, 

2 派 • e—*，• e" s. 


siar 


dr 


COSJ* 


dr 


— 2 e _ 号 V siar 


(2^+1) 


(2 K |) 


• e -i 1 sirLT— COST I 心 
E \/ s\nx 


n 


lim > ,2 士 e - 专 


*-=0 


=lim2)8e ^ 

rr^Kx ： 

【2355】证明 等式: 


1 — e -<rf+1,ir 
l_e— x 


2 況 e— 


/(or + 含 ) dr = 士 [ /( %/V + 4a6)cLr 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 


其中 a > 0 . b > 0( 假定等式左边的积分有意义). 
证 设 cu * _ 土 = /， 

JC 

则当0 < J <+oo 时 一 OO < / <+ oo , 

ca + — = ^ t 2 +4ab • 

JT 

将此二式相加得 

i = 土 （/ 十 vY 十 ) ， 


从而 
w 此 


la Vr +\ah 

• : X) d ，. 

士 /(y/ 2 ~+4^> ’一 

2“J 〜• y/t 2 + 4ab 





f( Vt 2 +Aah)t 


t + y/t + \ab 


\/ t 2 + Aa /) 


dl 


+ f 「 /( /F+Tah) 
la] - x yi r ^Tah 

士「 J\ Vt l + 4o/;) 1 - + ;•/&% / 
2ajo VFT^ab 


+ f [ /( VFTu ^) 

ZaU v // ? 十 4 o 6 

=丄[ /( \/ 1 2 + Aab ) 6 t . 

u J 0 

即 丨 /(M + 夺 )^* r = 士 [ / ( y s 2 + \ab ) cb\ 

【2356】 M[/l = Hm 丄 「/(&($ 

t x J n 


称为函数 /(* r ) 在区间 (0. + w ) 上的平均值. 
求出下列函数的平 均值： 




• 广义积分 第四章定积分 


(1) f(x) = sin 2 x + cos 2 (x\^2 ) ； 

(2) f(x) = arctarLr ； 

(3) f(x) = V!rsiar. 

解 （ 1 ) 因为 

[[sin-/ + cos~(/72)]^ 




— cos2 / + 1 + COs(2y/2t) 


sin2x + __ sin(2 y2,). 


所以 


M[/]= lim 丄[ [sin~/ + cos" (/ >/2)]d/ 

JT J 0 


lim 1 


sin2j ： _ sin(2 >/2 j) 






(2 ) 因为 


arctan/d/ = /arctan/ 


-JoT 


dt 


jarctaor 


ln( 1 +:r 2 ) ， 


所以 


2 

M[/] = lim — arctan/d/ 

X J 0 


jl™ arctaru- 


士 ln( 1 +r) 




(3) 利用第二中值定理，有 


V7sin/d/ 




sin/d/ 


COST — cosx) (0 ^ C ^ 
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于是 


M[/] = lim 丄 [ V7sin/d/ 

JT J 0 


|j m COSC — COSJ _ Q 




【2357】 求: 


(1) lirru-f 1 夸 d/ ; 

•T-^O X t * 


(2) lim ^ 


\+ 7dt 




(3) lim 

x^H) 


f+oc 

r x e l dt 

im --- • 




其中 u > o ，/(/) 为在区间 [ o ， i ] 的连续 函数. 

解 （1) 易证 

/2 

1 _ -7T ^ COS/ < 1， 


所以 


因而 


1-4 


d …音 + f + 士’ 


I :卜 1+士， 

-音十士 o 
li ^( 一音+1+士) =1 ， 

limr (— 1 + 士 ) = 1 ， 


dt <- 


1 +- 

x 


由两边夹定理，得到 


1—「柴 

x--0 J j - 广 


(2) 由于 
370 — 



TTFd / 〉 t 2 dt 


所以当 


1 +t A dt-^roo 9 


利用洛必达法则可得 


/ 4 d / 


lim 乜 


lim 


T +7 

~3?~ 


(3) 因 


limK/ l e ’） = lime' 

H) /■ »+0 


故 |Yv d / 发散，而显然 p > yd / 收敛，所以所求极限为 

0 1 


未定型.利用洛必达法则，有 


r+<o 

r J e ^ 

im ---- 

— 0 In 丄 

X 


lim 


lim(e J ) 


⑷若/(0)关0,则积分 I * 1 _ d / 发散，所求极限为盖未定 
式.应用洛必达法则•有 

ri . \[^ dt _ 

lirrix 0 ^TT^t = lim — ~ :- = lim - r- 

J—H) J J t° ■T"—H) 丄 x-M-0 1 

^ I / 


lim 


fix) _ f(0) 


若 


则设 

从而 

所以 


/(O) 

心） 

g(0) 

lim / 


fU)-\ 

1 关0, 


£ 赀 


因此 ^£^=^(11 


⑴一 


-d/) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


把 / j : 货一把0 


综上所述，我们有 ^ d / = 

研究下列积分的收敛性 (2358 〜 2377) 


【2358】 


^ x 2 (Lc 

0 a- 1 -x 2 + r 


解 


lim j'~ • --- 

^ X A -X 2 + \ 


所以积 

( 


x 2 dr 
-x 2 + l 


收敛 • 


【2359】 


dr 


+ 1 


解因为 


所以 T 


dr 

7 TT 


收敛 • 


[23601 T 

Jo lar 

解因为 limCr 


- 1 ) 


1 _ r 1 
lar ^ K > _1_ 

x 


所以积分 11 发散•从而积分「 g 也发散, 


【2361 】 I 


e r dr. 


解 


产 1 e’dr 


J cLr + r x ^ ] e- T dx 
1 


对于积分 




e ^ dr ， 由于 


372 






• 广义积分 第四章定积分 


lim 


x^ 1 e' 


,^-p 


lim(x : 


故当 1-P<1 ， 即 p 〉 0 时，积分： rMpdr 收敛，又 

0 


lim 




lim — 厂 = 0. 
e 


所以对一切 p[' 

1 

收敛 . 


fdr 收敛，因此，当 /> > 0 时积分 


【2362】 


0 


— dx. 


解丄 dr = f ' x p 

Jo X Jo 

先讨论积分因为 


x^ln 47 — dr + 


xMiV 7 — dr 
j : 


lim (1 — i) v • x p \u ，! — 

•卜1> x 


limp 


Inl ] 


m Id 


lim ln 7 


(lim 丄 V = 


故当一 7 < 1, 即 >— 1 时积分 ^ dr 收敛. 

当 一( / >1，即 9 <一1 时发散•于是当1时•积分 
f / ln " 丄 cLr 必 发散. 

Jo X 

下面讨论 x p In 7 ( j dr ( g 〉一 1). 

若户 >— 1，可取 r >0 充分小，使 /> 一 r >—1, 而 

, (In 丄 ) V 

V\mx p r • x p ln q — = lim - r^—— = 0, 

j »^r 0 JC x . + 0 / 1 \ 4 

( 了） 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


由于 一 /> + r < 1，故此时积分 f 。-^ cLr 收敛 . 


若户 <一1 则 


； xMn ^ dr ^ J o 2 xMn^dr 


lrf 士 d(ln 士 


Mir 

9+1 


: +oo(g>—1) 


故此时 J > p ln " 发散. 


综上所述，当/> >- 1，且 g >— 1时，积分 J: 〆 W -^ dr 收敛, 


【2363】 



0 1 


dr (n^O). 


clr 




dr + 


M<x ： 

J 1 




dr 


Iim.r 


1 + 


故当且仅当一川<1,即 m>—l 


时 r , I 


dr 收敛，又 


lim 


1 + 


故当且仅当” 一 m > 1 时，积分 P 收敛. 因此，当 m 1 

1 1 


且 — m > 1 


时积分 r T 


【2364 】 I 


arctaruLT 


收敛 • 


dr (a ^ 0). 


不妨设 a > 0 


arctanua ， 


dr 


arctanox 


dr + 


•+or 

.1 


arctan^r 


cLr 


由于 lim 广 i ^ctapa £=Vim arctna^r 



. 广义积分 第四章定积分 




故当且仅当 


1<1 ，即 n<2 


时，积分 [ 


arctnaor 


dr 收敛，乂 


arctanor 


故当且仅当〃 〉 1 时积分 ~ 

% 


arctaruLr 


dr 收敛，总之当且仅当 1< 


„< 2 时 • £I£l^l dr 收敛 • 


f+<« 

【2365】 

0 


ln(l +:r) 


dr. 


解 


ln( 1 +:r) 


dr 


ln(l+j-) 


dr 




ln(l +x) 


dr 


而 


lim.r 


ln( 1 + j) 


lim 


ln( 1 +x) 


所以当且仅当 


1 < 


1 ，即 w < 2 时积分 

I 


ln(l +x) 


cLz* 收敛 , 


当 ;; > 1 时，取 r>0 充分小使得 1 ，由于 


lim 


r ln( 1 +x) 


lim 


ln(l + 


故此时积分 


ln(l+x) 


dr 收敛 . 而当 w<l 时，由于 


lim .r f, 


ln( 1 + .r) 


lim ln( 1 + .r) =+ 


故此时 i 


ln( 1 + 丄） 


(b* 发散 . 


总之，当且仅当 1 < 〃 <2 时 


「 ln( 1 + x) 


cb 收敛 , 


【2366 】 I 


j’"arctaiLr 
2 + .r M 


cLr (n ^ 0). 
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r _fO 


2 + x n 


2 + x n s 


2 ， 


故当且仅当 一m — 1 < 1 ，即 m >— 2 时积分 f ^ a l Ct ^cLr 收敛， 

J o Z 十 ： r 


lim 


^ arctaar 




2 + 


故当且仅当 m > l 时，积分 Jr 收敛 • 


总之，当且仅当⑺ >- 2 ,m - m > 1 


时，积分 J7 


arctaar 


2 + 


dr 


收敛. 


【 2367 】 f^dz h 彡 0). 

Jo i 十 wT 


当 a 参 0 时，设 


fix) = cosar ^g(x) 


则对任何 i>0 


f(t)dt 

o a 


&当 n〉0 时，〆 a:)= 


单调减少且趋于零 （ 当 《r+f co 时）， 


从而知积分 



cosar 


1 + 


:dr 收敛.当 rz = 0时积分显然发散. 


当 a = 0时，由于 


lim 


;1+/ 

故此时，积分仅当《> 1时收敛. 


总之，当 a 关0,7?>0及^ = 0,w> 1时积分 



COSOJ 


1 + 


dr 收敛. 
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广义积分 第四章定积分 


【 2368 】 P' — 

Jo X 


解 


显然积分 


1 一 2cos2:r 
2x 


_1 _ cos2x 

2x ， 


2x 


dr 发散，而对任何 *r>l 


且当 .r 


cos2/d/1 < 1 ， 

« 时， 4 单调减少也趋于零，故积分 T ^dr 收 


敛，从而积分 


•sin 2 *r 


cb • 发散.因此积分 



I 2 x 

dr 发散 . 


【 2369】 f 

0 


dr 

sin ^ rcos ^* 


f — dr _一 

o sin^xcos^ 


r - 

J 0 SI 


clr 

sin ^ cos^x 


p - 

J si 


dr 

sin^rcos^r 


因为 


lilTK〆 


lim ( 


sin^jcos^r i—o' siilt / cos^j- 


所以当且仅当/ >< i 时积分 f ^ 

丄 ifjf - 


dr 

s\iV J xcos q x 


收敛，又 


in ^ cos^x 


lim 


lim 


cos.r 


sin^r 




所以当且仅心 < 1 时积分 I! 收敛 . 

综上所述，当且仅当 /> < 1 ，(？ < 1 时，积分 f 


dr 

sin ^ cos^r 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 




收敛 • 


【2370】 




1 

1- 


解 


cLr 


r l 
• 0 


x n dx 

7 f ^ 


- i ； 


x w dr 

7 f ^ 


由于 lim*r 


# / Y^ =U 


故当 a 仅当一 w < i 即 ^ / >一 i 时积分 


1- 


dr 收敛，而 


lim v /1 — 




故积分 


dr 收敛，因此当 w >_1 时积分 


收敛. 


【2370.1 】 I 




因为 lim 


x • 


r 十 .r 


所以积分 J 


dj * 


y/j^+X 


发散 • 


【2371】 

% 


cLr 


Ml . 


dx 


dr 




. i 


dr 


为了讨论方便，不妨设 

min (/ >， y ) = />, max ( />，(/)=(/ 


由于 


limp 




lim 


故当且仅当/> = min (/^, y ) < 1时积 



cLr 


收敛.又 
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• 广义积分 第四章定积分 


lim x q 


x p +x q 


lim 


+ 1 


故当且仅当 g = maxip.q) > 1 时积分 


dr 


收敛 • 


总之，当且仅当 m\n(p,q) < 1 ，且 max(p,q) 〉 1 时， 

卜、 dr •l^r/S/r 


积分 


Jo 




收敛 . 


lar 


【 2372 】丨 : 


解 


dr 


j :# 


dr + 


lor 


1 一 


dr 


由于 J^( v7 *r ] ^) =0 
故积分 f 收敛.又 


lim ( \/l —x • — ■> ) = lim (j 
—l-o\ 1 — X w / ^1-0 V v/l 


lar 


b ) 


故积分 f 1 r^ dr 收敛 . 因此「 r ^ dr 收敛 


【 2373 】 [ f hi^in£) 

Jo /r 


因为 


lim ( 


ln(sior) 


ln(sin.r) 


lim 


Ts 


=lim(-3cosx.^) 


故积分 


ln(sinr) 




dr 收敛 . 


% 

【 2374 】 


dr 

j ： p \n q x 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


解 I , 


dr 


x 


因为免 [( 


ln ^ 


x-ir 


*■ 


dr 


x p \n g x 


+ 


II 


dr 


x p \ n q x 9 


1 _ 
x p \n q x. 


lim - ^ • ( lim —- ) 

r—1+0 X P v .r-*140 lOT / 


故当且仅当(/ <1 时积分 


dr 


x p \n^x 


收敛 • 


如果1，取 r >0 充分小，使 p _ r > 1. 由于 




0, 


故积分 




dr 收敛. 


如果 p < l ， y < I . 由于 


r 

故此时积分^ 


cb 






(lru) 


x^lri^x ^ J 2 x ln^x I — q 


dr 发散. 


.r p \n q x 


综上所述 • 当且仅当 p > 1 且 < 1 时积分 j 


dr 


j ^ p \ n q x 


[2375] 


cLr 


•r^druO^dnlru) 


解 


dr 


x^druO^dnlat)"^ 


=i 


dr 


• j^(lrLr) v (lnlru) r 


r ; 


cLr 


x /, ( lar ) v ( lnlar ) 


因为 li 


(x-e) r 


j /, ( lar ) v ( lnlar ) Inlar ) 


/ J — e \ 


故当且仅当 r < l 时积分 f 




dr 


lim 

x-^crH3 


jrlor 


x p (lrii) Ci (\n\nj：) 


; 收敛. 


收敛. 




. 广义积分 


第四章定积分 


下面讨论积分 

3 


_ dr _ 

(\nj：) q (\nlru:) 


(1) 如果1，则取 r >0 充分小，使 p - r > 1. 由于 

x p (\nj ： ) q (\n\xir) r 


lim 


•r r (lar) 7 (lnlar) 


dr 


故此时积分 J 3 ▲贡] nW 收敛. 


(2) 如果 />= 1, 则有 

• 心 

J 3 x(lar) v (lnlar) 


-I 


^ dr 
in3 o* l/ (lar) r 9 


则由 2374 题的讨论知. 

当 p = Uq > 1，厂 < 1 


时，积分 r ; 


cb _ 

(lar) ,/ (lnlrLr) 


; 收敛, 


⑶如果/ >< 1 ，则取 S > 0 充分小，使/> +》< 1 .由于 

H ， = r 〆 

x p (lar ) ,/ (lnlnj7 r flno*) v (lnlarV 


故此时积分 f / 


埘积分 K 发散 • 

综上所述，当/> > 1且 r < 1或当 p 


l ， g > l ， r < l 时积分 


• 如 . 

Jo 


( lruO ^ dnlar ) 


; 收敛. 


⑽】 J : — 


dr 


a\ \ ! \ \ x-^a 2 \ p? ### \ x — a n 


( a \ < a 2 < … < a n ). 


因为 

lim \ J \ ( 5 i P, ) • - 1 -- - -- r - 

i^oc 1 j — P] x~a 2 -… 工一 a n % 


! x — a\ | p| I x —— ai ••• I x —— On 
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=Ci 

0 < Ci <+oo i = 1 ， 2, … ， w ， 

因此，当且仅当 

A < 1 ( z . = 1，2,…， w >， 

且 Sa > 1 时，积分 L Imp … In 卜 

收敛. 

[2376. 1] ’ 尸 I I-] |^dr. 

Jo 

解因为 

lim(^ tt U-l K) = 1 ， 

r 争 0+ 

lim(|jr—1 I ^ • x° I x — 1 | ， ? ） =1 ， 

• T^l 

lim (:T ㈣ •尸 I 1 K)= 1 ， 

T 

所以当且仅当_«<1,_/?<1且_(« + 0)>1时积分 
\ JT —\ l^dr 收敛. 

Jo 

【 2377 】 ^T^dr 
Jo 

其中与 P n (x) 相应地为 m 和 r / 次的互质的多项式. 

解若 P „ Cr ) =0在 [0，+ oo ) 内有根 * r . 并设其重数为 />(> 
1)，由于匕 Cr ) 与 P „ Cr ) 互质 ，故々 不是 P w Cr ) 的根，从而有 

由于/>>1，故积分发散，又 

•微 … 0 

故当仅 W > 1时， 积分 f \ ^ ydr 收敛. 

因此，当 PAx ) 在[0, + oo ) 内无根且 n > W + 1 时积分 

r 收敛. 
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• 广义积分 第四章定积分 


研究下列积分的绝对收敛性和条件收敛性 (2378 〜 2383). 


【2378】「 ^ dr , 

0 JC 

提示：丨 siar sin 2 O '. 

解由于对于任意 iSl 

sin / d / j ^2. 


且当 


lim 


oo 


时，+单调地趋于零，故积分 J 7_ _ dr 收敛，而 
，即积分 [^ dr 是普通的定积分，故积分 


siar 


dr 收敛. 


但当 x >0 时， 




sirr 


由2368题知 


clr 发散. 


故积分 j ^ jdr 发散.即原枳分不是绝对收敛的 

【 2379 】 J 厂海 dr . 


解 设 J \ x ) = co ^ r ^( x ) 
对于任意的 x 


x + 100. 


f(ndi = |j>os/dr<2 




100 


所以 


° 2A(x+100) 2 

当 :r > 100 时， 〆 《 r ) 宇.调减少，且 


故积分 I 


lim gLr ) 

•• y/xCOSJ ： 
了 + 100’ 


ii m ^ ^ M 00 


dr 收敛，但它不绝对收敛.事实上由于 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


而 


故 


VJ-COSJ 
X + 100 

lim Jx • 




y/xcosr X = 」 

•r + 100 ― 一 2 \：r + 100 


( 


yfx \fjCCOs2. 


+ 100 


) 




+ 100 




100 


发散. 


和前面一样也吋证明 I 


•/xQOslx 

TTToo 


dr 


收敛，从而积分 I 


发散.因此 


yfjC ! COSJ- 1 
a * +100 


dr 发散. 


vG ^ CO ! 


: r+ 100 


【2380】 


sin ( (q ^=- 0). 


M 撇十 ' 出，于是 


sin(^ v )dr 


hlo 




ly 


sin / d /. 


因为 lim(f 〒• /V 1 • sin /)= lim 

/-^fO f-^H) 


sin / 


1 


P +\ 


故当且仅当 一< 1 即 A±i >— 丨时，积分 

q q 

收敛. 

又被积函数在 [0，1] 上非负，故积分也绝对收敛. 


下面考虑积分 


sxntdt. 


sin/dr 


如果 


P + l 


Q 


减少且 lim 


<1，则对任意的^>1， 


0,故此时积分 


sinrdr 


< 2 , 


片一 1 


单调 


1 sin / d / 收敛. 


/ >+1 
q 


1，则积分 


•+oo 

sin / d / = sin / d / 

1 


显然发散. 



• 广义积分 t 第四章定积分 

如果 M > 1 ， 则由于 lim M - 1 =+ 00 ， 故存在 A > 0 ， 使得 

CJ f-Moc 

当 />A 时，^― 1 〉々又对于 A>0, 存在自然数 .V. 使得当， 
iV 时， 2mt + +>A •则 

4 


f 2 ^f 

JZn^t 


- U ； 


suit > 


r -[^ 

J 2 

2 i 


sin/d/ 


由柯西准则知积分 V^-、sin/dr 发散. 


因此当且仅当 ― 1 〈宁时积分 i 


sin/dr 收敛. 


下面我们讨论积分1 


in/d/ 的绝对收敛性.分三种情况 


讨论 


(1 ).当〒 <0 时，因为 




1 sin/1 ^ 1 , 


且 f ，： M - 1 d/ 收敛，所以此时积分 f 


sin/dr 绝对收敛. 


(2) 当=0时，由于 

q 

1 1 ^ 1 1 si nr I d/ = f 


I sin/ : 


此时积分不绝对收敛. 


(3) 当！^- 1 〉0时，由于 

q 

['U^-'sin/ld/^Jp =+〜， 

故此时积分也不绝对收敛. 

综上所述，可得当且仅当一 1 <出< 1时积分 

q 


sin(T 9 )dr 收敛. 而当 一 1 < 


/ > + 1 


<0时，积分绝对收敛. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


【2380.1】 


解 


2 


sin ( secx ) dr . 


寻为积分的奇点，而 


1 

lim^y — J ) " I sin ( secr ) | 


0 


故存在 M >0, 使得 


sin ( secr ) |<M 


(号 一 i ) 


所以积分绝对收敛. 


[2380. 2] 


2 cos(e J )cb. 


解设 〆 =/,则 


cos ( e f ) d.r 


ln/,cLr 


In : 


dt 


•所以 


cos / d /. 


对任意的 A 〉 i ，由于 时年 单调地 
趋于零•故积分 f Y — cos / d / 收敛.但 


cos / 




cos " 


利用2368题类似地方法可知 


cos 


- d / 发散.所以积分 


cost 


dt 发散. 


因此积分| | x 2 C as ( eOdr 收敛，但不绝对收敛. 

123811 rf 


dr (q^O). 


解 丄 a^siru* 

Jo 1 + 




dx 


x p s\iu 
1 + ^ 


dr + 


? siru ， 

1+^ 


dr 
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. 广义积分 



lim ( 

r ^+0' 


x p s \ nj ：\ / 

TT^) = ]^o( x 


SUIT 


故当且仅当_/>一1<1即/>>一2 时积分 I 


1+ JT 9 

1 j^sirLr 
0 l + x q 


b ) =1 ， 


dr 收敛，且是 


绝对收敛的. 


下面讨论积分 



jr p s\njr 
1 + X 7 


dr 的敛散性. 


(1) 若/>&，则 


x p > 

1+X 9 〆 1+f 


- ► 


(当 


时）， 


因此存在 A > 0,使得，当 I > A 时，恒有 


1+/ 


> 


对于 A >0, 存在自然数 iV ， 使得当; 7> JV 时 


2mr + f >A ， 


因而冇 


r^ siardr |>il 


2 mr ^ 

siardr 


72 

1, 


由柯西准则，知积分 r 

J 1 


x^siar 

l + x q 


dr 发散. 


(2) 若户 <g — 1，取 r > 0,充分小使 p + r < g — 1，即 q — p 


— r > 1 •而 


lim ( 

.f<X 3 \ 


1 + 尸 


Is 


liu ： 


r j： q I siar : 
=lim ——- • J - 

1 + JT 9 X T 

故积分(' ‘ 绝对收敛. 

1 丄十 f 


(3) 设 g — 1 < /> < ?• 


此时 


1+/ 



x p 1 siaz 
1+^ 


〉 7 •故 


cLr 发散•事实上，可取 A >1， 使得当时 




吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


II 


X p • SITU ： 
1+ X 9 


dr 


=J：r 


AM 


SlfLT 


X 


dr 


从而 


x p I siar 


1+^ 


dr 发散.再证 



sirir 
x 

1+ x 9 


+ 


dr 收敛.事实上若 g 


0,则_1</><0，此时积分 


dr 


j^sirLrdr ， 


1+ x ^ 

显然收敛.若 g 〉0, 由于 

x p \/ 工广 1 [夕 —（(7 一 




1+/ 


)' 


(当 * r 充分大时）即 


X 1 


1+， 


( l + x” z 
单调减少.又 


< 0 . 


lim 




1+/ 


0, 


而 


sin / d / 


<2,故积分 


JC P 


1 +f 


siar dr 收敛. 


综上所述•.有当/>>一2，(/>/) + 1时，积分 1 厂: 绝对 


收敛，当/> >一 2，/> <(/</>+ 1时，积分条件收敛. 


【2382】 


sin 


(H 士) 


X 


解当〃 < 0时，积分显然是发散的. 


r - H - 


sin Ur 


当 n >0 时，首先考虑 


+士) 


J a 


X 


cLr ( a 〉 1) •由于 


^ sin Ur 


+ 士) 


dr 


a 


X 


(1 一士) sin(*r + 士) 


X 




dr ， 
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• 广义积分 第四章定积分 


• :(1-長) S in (/ + + ) d / 


COS 


. + j)- COS (x + 士 )|<2 


又当 * r 充分大时 


[冲-釦] 


nx 


rr，3 


71 — 2 


^)>° 


即当1充分大时，函数是增加的.从而 


(卜爿 


单调减少的，乂 


lim 


(卜 


由此可知，当《>0时积分 



sin(x + 士) 


dr 收敛 • 


再讨论积分 


smKr 


+士) 


dz (0<“’ < 1), 


设 


，则 


/ sinf x + 




由前面的讨论知，当且仅当 2 —7 Z >0 即 rz < 2时，此积分收敛，而 


sin x 


+ 丄) 


71 


dr 是通常的定积分.因此，当0 < 77 < 2 B 、 t ， 积分 


— sin(x + — ) 

_ L / 心收敛. 


但积分不绝对收敛.事实上 
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sin 


卜 +士) 




+士) 


1 — cos (2x + 吾） 

= 2 ?~~ 

而当0 < 72 < 1时，积分 f ° ^发散和前面同样的证明知 

Cl JC 

r+OJ cos(2x + — ) sin(o* + —) 

j ― V ^ dr 收敛•故此时^ 发散.从 


而当0<”<1时，积分- Sm t ^^ l dr 发散. 


当1 O <2时，作变换 X 


，则 


, sin(x + - 


dr 


sin ( / + 7 ) 


dt . 


由前面的讨论知，当0<2_”<1即1<”<2时积分 


o 


• sin ( xH —- ) 

— V w 2 M dr 发散，从而 



sin (: r + 士） 


n 


dr 发散. 


f 4 oc sin(x + —) 

综上 所述： 当0 < n < 2时，积分| ( - 条件 

收敛 • 

r-foo p ( r \ 

【 2383】 j y^ysiardr, 

其中 P m Cr ) 与 ACr ) 为整数多项式;且若代 Cr )>0. 

解设 

P r „(x) = a Q jf n 十 〜*!^ + … +a m , 

P”Cr) = b 0 x n +6ix w_1 H -+6 ,， 

其中 m ， n 为非负整数， a 。# 0,6。# 0 
— 390 — 



(1) 若 72 〉爪卞 1 ，即《 

k P w (x) 

J ^ L X 9 Pj ^) 


w + 々，其中々>2为正整数，而 

t 产 


所以 


ri 割心收敛，又 

所以此时积分 

Ux ) • , 


「 PM . , 

L P^) slardr 


绝对收敛. 

( 2 ) n 


+ 1时 



r „{ x ) 


PM 

Pn (^) 

do 

b：r 


dz 条件收敛，事实上，因为 


故存在 A > 心 使得当 x > A 时 


于是 


xP m {x) 1 Ui) 1 

P”Cr) ^ 2 I 6 () r 

Pm ( 工） • J 

P ^0 S1Rr ^ = 




Clo 

r° 

sirLr 

2 bo 

J A 

X 


dr 


xP m ( x ) 

PAjc) 


situ: 

x 


dr 


故「 |^^ sin 发散.此外 

( P tn ( x ) / 

\ P n ( x ) I 


= P ( -^ { — a 0 b Q x 2m — 2^6。严 1 H - ( a ^ i/v 

故若如心 > 0, 则当 *r 充分大时 

( 譜 ) ’〈°， 

函数德减少，若 - 6 。< °，则当工充分大时 


(^m-1 ^m+1 a m b，"）} 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


PM 

P w (^ r ) 


) > 0 , 


函数增加.总之，当 I W 时，单调趋于零.又 

x 

sin/d/ ^ 2, 

a 

故积分「 ^^ sin ^ dr 收敛. 

(3) 若 ”< m+l •由于…川均为非负整数•故因此 




+ °° 若，I < m，a 0 b 0 > 0, 
一°° 若 w < m , a 0 b 0 < 0, 


总之，存在 A > “及 r > 0,使得当 I > A 时，> r 或 


P 山 .) 

7^ 


对于 A >“, 存在自然数; V ，使得当时， 27/7 T + 寻〉 A ， 


「 ㈣ 尸,"(了） . 

^ PX ?) siardr > 


sirudr 



由柯西准则知•积分 ^^ siardr 发散. 
综上所述,我们有 f ^^ siardr ， 当” > 


当"= 

【2384】 


S 们有 1 1 ^^ siarclr ， 当” > m + 1时，绝对收敛. 
m + 1 tH * ，条件收敛，当 n <^ + 1时发散 • 



/(. r ) cLr 收敛，则当 


%时是否一定有 


f(x) 


研究 例题: 


(1) P sin ( x 2 )dr 
Jo 


( 2 ) 


(- 1 )[ 

0 


不一定•例如 
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(1) 积分 ^ sin (: r 2 )dr 收敛.事实上，它是 2380 题的 特例: p 
= 0，g = 2. 

但显然 lim sin(*r 2 ) 不存在 • 

(2) (_ lP 2] dr 收敛，事实上，对任何 A >0, 存在唯一的 

0 

非负整 数…使 A < A < ATT ， 当 v / TTT 时，[: r 2 ] = 
々，于是 

[ (― 1) ’ dr 


^ r/nT 


1 + 2 >以 


(-1 穴 dr + (- l)”（A — A ) 


+ (- i ) w ( A - y ^>. 


kT \ yr+\+jk 

根据变号级数的莱布尼兹判別法（参见级数部分）知 


n ■ 

lim >: ( 一 1) 


k = 


J + l+Jk 


存在且为有限，设为 S . 


又显然 I (一 i )”( a — a ) | < v ^ r + T - y ^ 


w + 1 


(72 - ►+ CO ) 


W 此 


^lim J (— 1 )- J dr = 1 + S ， 


即积分 P (— 1) >2 dr * 收敛，但显然 lim (— 1 ) A 不存在, 

[2384. 1] 设当 时， 

/(，）6 O ,, [xo ， +co). I f(x) |<(’， 

而 ~ I / Cr ) 丨 dr 收敛.证明 ：当: r — 十⑺时， / Cr )—0. 

j 

提示 :研究 积分广 / Cr )/(* r ) dr . 
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证因为 |/ Cr )| dr 收敛，而 




所以 


I / Cr )/ U ) l < C | / Cr ) |， 

/( x )/( x ) cLr 绝对收敛，从而收敛.而对仟何 I > a 有 


-*■0 


s i ) 




X 0 


f 乂工、 一去尸(了。)， 


从而 lim f 2 ( x ) = lim l \ /(/)/'(/)ck + 尸 ( j 0 ) 

= 2[ f(x)/(x)dr + /' (j 0 ) • 

Jj o 

记 lim p { x ) = A , 

J^foc 

显然 A^o 

下面证明 A = 0 •若 A >0, 则存在/?>々•使得当1>/?时 

f ( x )> f >0 9 


从而 


丨 / ⑻〉 f 



则 


r 丨 /( :) 丨心〉 r f 心 


这与 I f ( x ) I cLr 收敛相矛盾，因此 

Yimf ( x ) =0, 

X ^4-o^ 

lim f ( x ) = 0. 

【2385】在[心 6] 内有定义的无界函数 f ( x ) 的收敛广义积 


分： f /( x ) dr 能否看作是相应积分和 2/(0 Ax ; 的极限?其中 * r , 

Ja 1=0 

< 彡 < 了汁 1 和 Ax, = JVn — 了,. 

解不能,因为若 Ka « b ) 是瑕点，则对于 [« ，/;]的任何 



• 广义积分 第四章彳定积分 


分法，不论其 max | zlr ; | 多么小，当分法确定后，设 c 6 Dr ; ， 
则总可以取$ 6 使; f ；/(6) M , 大于任何预先给 


9% 暴 

定的值.因此 lim ^]/(6)么 r , 不可能为有限 的值. 

⑽1=0 

【2386】设厂 /(hdr 
收敛且函数 9^ r ) 有界，则积分 

| /(x)^(j)cLr 

一定收敛吗?列举相应的例题. 

如果积分①绝对收敛，那么能说说积分②的收敛性吗? 


① 


② 


不.例如，由2378题知 ：积分 


dr 收敛，且 〆 jiO 


siar 


有界，但由2368题知 

( 


dr 是发散. 


若积分 (1) 绝对收敛# Cr ) 有界，则积分 (2) —定绝对收敛. 
事实上，设丨 <pU) ，则由 

I f ( x )< p ( x ) |<L I fix ) I , 

及 I * ~ | fix ) I dr 的收敛性立得. 

a 

【2387】证明，若 ~ / Cr ) dr 收敛，且 / Cr ) 为单调函数，则 

a 

/(■T) = 0( 士). 

证不妨设 /(* r ) 单调减小，则当 x 彡 u 时 / Cr )>0, 倘若不 
然，则存在点心使 /( c 0<0, 由于 / Cr ) 单调减少•故当 
时， / Cr )</( c *)， 从而 


一 / Cr ) dr < P /( c)cLr 


CO 


因此，积分 /(* r ) cLr 发散，这与积分~ / Cr ) cLr 收敛相矛盾.即 

J c a 





吉米多维奇数学分析习题全解(三) _ I 


/( x ) 是单调减少的非负函数，由于 h / Cr ) dr 收敛， 

根据柯西准则，对任给的 e >0, 总存在 A >〜使得当丢> A 


时，恒有 


但 




< 




故当 .r > 2 A 时0 < xf ( x ) < e ， 即 

Vimxf ( x ) = 0或 fix ') = 。(+ )• 

【2388】令函数 fU ) 在0 < x < 1区间为单调函数，且在 
= 0点的邻域内无界. 

证明:若 /( x)dr 存在，贝士 2/( + ) = {。/⑴ 如 • 

证设函数 / Cr ) 在(0，1]上是单调下降，这时 
lim f ( x ) = 

T 

由于积分 f / XoOdr 存在，故将区间[0,等分，即得 


/( x)dr 


『1 p4±J 


从而 


故 


由于 / Cr ) 是单凋下降的所以当 A M 时 

n n 

/(¥)<，) 


/(:)dr < J : /(_ r)dr + 乞/(含) 


另一方面有 


: / Cr ) dr >|；/(|) •士， 
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. 广义积分 第四章定积分 


因此有 o < J >)- lS /( A ) 

< 丄/⑴. 

Jo n 

由于 lim[J:/(:r)dr — 士 /(1)]= 0 ， 

故 i i ^i|? / (7) = I / (j * )dr - 

当 / U ) 在[0，1]上单调增加时，只需对函数为 fix ) 应用上 
述结果即可得证. 

【2389】证明 ： 若函数 fU ) 在0 < o * < a 区间申•调，并且积 

分 fV /(* r ) dr 存在，则 

0 

Yimx^ l fU) = 0 . 

证不妨设 / Cr ) 在 0< i <« 内是单调减少的.若存在0< 
占<“，使得当 0< x <5 时/( I ) >0•这时，当00<谷时，有 


J p dt 

2 

= Wj )> o , 


其中 


-( 士) 


ah 


/>+1 


In 2 


当户关_1 时， 
当户 =— 1 时, 


由于\〃/(了)心存在，知 

0 


% 

lim 

f 


户 /(/)d/ 


从而 limx A “/(: r ) = 0， 

若不存在上述5>0,于是由 / Cr ) 的递减性，有当 0<^<« 
时，恒有 / Cr ) <0•于是，当 0 < 1 <寻时，有 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


I 


lr 




t p fU)dt<fU)\ t p dt = B.x^fUXO 


其中 


B P 


2^ — 1 
P+1 

ln2 


当 /> 參 一1 时， 
当户 =_1 时， 


于是 I 产7⑴|<是|£>/(，)& 


根据的存在性，知 

limj t p f(t)dt = 0, 

因此 Vimx ^ fU ) =0. 

【2390】 证明： 

1 dx = 

-1 X 
^ dr 


(1) V • P 


0; 


(2) V - P 


0; 


(3) V • P •「' sinxcLr = 0. 

• -oc 


证 （1) 由于 


iimrr^+r 

x : r 」 


c^H) 

=limdne — lnl + lnl — Ine) 


0 


所以 


• p .r _ =o . 


(2) 由于 




lim (jin 

e V L 

b • »-oc 


2 - 


e 1 , 1+A 

厂十 Y ln T = r b 


-4ln 


2 + 


€ 


e 


) 


e 


i i^ ln It, 


0 
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• 广义积分第四章定积分 


所以 


V.P 

(3) 由于 


.作 dr 
• • 0 1 一 


所以 


lim siardr = lim (― cos /? + cosi ?) = 0, 

-r 

V . P . siardr = 0. 

—oo 


【2391】 证 明：当 : r >0 且 i 关 1 时 


存在 


证 


lLr = V • P • 

0 ln$ 

当 0< i <1 时，由于 


㈣ 士 e 


故补充定义被积函数在= 0处的函数值为0后，被积函数成为 
[0,3 上的连续闲数，于是积分$存在.当，>1时，利用具皮 


亚诺型余项的泰勒公式，有 


lrLr 


(x — 1) + [a (: r) — 1] ( 』 0 ” 


其中 Uma (* r ) = 0.由此即得 


ln.r 


y [ a ( x )- l ] 

Ux )- U (x 


- 1 ) 


而上述等式右边第二项在 x = 1 附近有界，乱连续，故可积.而 

v . p - £ = l x^(\7 + L ) 

= \ n(x 一 1) ， 

因此，当且了关 1 时 .// x 存在. 

求出下列积分 (2392 〜 2395). 


【2392】 V . P . | ( 
解由于 


dr 

X 1 — ?iX + 2 
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lim 


( ir ^ 


dr 

"37+2 


_dL._ r 一 

J 1 ^ x l — 3j' + 2 " r J 2 -i 9 x 2 — 



(In 


€ + 1 


ln2 + ln 


dr__ 

3 t + 2 

l-e 


卞 ln ||5| -比句 

Hni(ln^-ln2 + ln-|£^) 


C ^ Ti ) 

ir^o 


In2 - 


所以 


.上 I 


dr 

x : — 3x + 2 


=一 In2. 


【 2393 】 V. P. 


_ 2 Jk . 

J 4 xlar' 


lim 「「 K 2 半 

—o U v j. 1 ar J i f* j*liu 


dr 


lim[ln I ln(l — e) I — In(ln2) I ln(In2) 

e-—0 

— In I ln( 1 +e) I 」 

1 . 1 I ln( 1 — e) , i- ln( 1 — e) 

J^II^nTT) =ln ^h7TPI)i 


In lim 1 


lnl 


re 


所以 




【 2394 】 V. P. 

解因为 


cLr . 


t J1 浩心 
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. 面积的计算方法 第四章定积分 


所以 


[2395] V 
解 因为 


1 9 

= lim arctan /; — arctan ( — 6) + — ln ( 1 + ) 

— ^- ln(l + 6 2 )1= 2 lim arctanft = 丌， 

L J b^r<^ 

• p - nff ? dr=7r - 

】 V . P . J arctaru cLr . 


lim arctaruxb 


lim jrarctaar — 备 ln( 1 +:r 2 ) "j 

b-^+co u 

lim 6arctan6 — ^ln( 1 + A 2 ) — 


— ^ ln ( 1 + 6 2 ) — (一 6) arctan (— b ) 


+ jln(I + ft 2 ) = 0, 


所以 


V . P . arctaru dr 


§5. 面积的计算方法 

1. 直角坐标系中的面积由两条连续曲线 5 = ^(^) 与 y 

=: y 2 (J ) Ly 2( i ) 及两条直线 t = “与了 = 6(“ <6)所 

围的平面图形的面积 S (图 10)： 

S = [: y 2 Ci) —yi(x)ldr. 

% u 

2. 参数方程表示的曲线所围成图形的面积 若 ‘r = . r(/)-v 
= « y (/) ，[0 </< T ] 是逐段平滑的简单封闭曲线 C 的参数方程 
式，该曲线逆时针方向运行并在它左 侧所围 面积为^的图形（图 
11) •那么 

S =— \ y(t)x(l)dt = a(/>y(/)d/, 

Jo o 


}r _x(t)y\t) — /(/))(/)] 山 . 
Z J o 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 



图10 图11 

3. 极坐标系中的面积由连续曲线 r = r ( cp ) 和两条射线 p 
和^ =0( a </3) 所围的扇形面积 S 等于(图 12) 

S = ^r 2 ((p)dcp iv 



图12 图13 


【2396】 证明： 正抛物线拱的面积等于 S = f / A ， 

其中，6表 7 K 底， A 表 7 K 段高. 

解建立 2396 题如图所示的坐标系.设抛物线的方程为>，= 
Ar 2 +Rr+C, 



2396题图 




• 面积的计算方法 第四章定积分 


则当1=±妥时，得 


Ah 2 , B 6 , r 

y ^— ± Y +c 


0时，得 : y 


解之得 A 


Ah 


，B = 0 ，C = fu 从而方程为 


Ah 


+ h. 


于是所求面积为 


: J ! (卜 


kx — 






求出由给定直角坐标曲线围成的图形的面积 ®(2397 〜 2410). 
【 2397 】 or = y\ay =x 2 . 

解 解方程组 
ax = y 2 . 

My = x 2 , 

可得两曲线的交点为 0(0,0)， AU ， a ). 

如2397题图所示.所求面积为 



2397题图 


①所有参数在这里和第4章各节中均为正数 
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吉米多维奇数学分析习题全解 C 三） 



【2398】 jy = i 2 ，j •十 7 = 2. 
解解方程组 


|：y =，， 
x + y = 2, 

得两曲线的交点为 A (—2,4)及 B ( l ， l ) 如2398题阁所示.所求面 
积为 



S 


[(2 — j*) — x 2 ]dr 


( 2 ,- 


X 9 


r)l ： 


4 


0. 


【 2399】 = 2a--a- 2 ,j + ^ = 

解解方程组 

\y = 2x — x 2 , 

Ij'-l-.y = 0, 

得两曲线的交点为 A (3 • — 3) 及 0(0,0) ,如2399题图所示. 
所求面积为 


S 


0.1 


[(2j—x : ) — (― j)]dr 
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面积的计算方法 


第四章定积分 




2399题图 



[2400] ^ = | lgj - \ ,y = 0 ，《r = 0. 1 •: r = 10. 
解如2400题图所示 







解 如 2400. 2 题图所示 



2400. 2题图 


所求面积为 


[sirnry —（一 1 + >/^)]d^ 

0 


( —- C0S7T^ + y 

V 7T 


) 丨 = ! 
• 0 丌 


【 2401 】 .y = x；y = x + sin 2 x (0< 了 < 丌 ). 

解所求面积为 

S = (x + sin 2 x — x)dr = ( 音 —jsin2j) 


【 2402】 y 




解所求面积为 


\Z 


a A • — arctan — 
a a 


na 


【 2403 】 

解所求面积为 


J 0 a 


jr 2 dr 


【 2404 】 

406 - 


4 I (f Va 2 —x 2 + f arcsin f ) 

v 2 = W—p). 


nab. 



• 面积的计算方法 I 第四章定积分 

解如2404题图所求图形关于原点对称.所求面积为 



= 

O o o 

【 2405 】 y = 2/ u . ， 27 py 2 = 8( x - p )\ 

解曲线 /,:/ = 2奴与曲线 / 2 : 27办 2 = 8 Cr - p ) 3 在第一 

象限内的交点为 A (4 p ，2>/^) R 图形关于 (> 轴对称. 

如2405题图所示. 



2405题图 


所求面积为 

s =2 \ T [^ p+ \ pliy ^ ) _ 合 2 ]办 

= 2(办+荅 〆 /—点 y = - 

【 2406 】 Ar 2 + 2Bxy + Cy 2 = \ (A > 1 ，AC - B 2 >0). 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 三 ) 


解解此方程得 


:VI 


Rr-yBV—C(Ar 2 -l) 


C 


y 2 


- Rr + VB 2 x 2 C(Ar 2 -l) 


C 


函数的定义域为 


BV-C ： (Ar 2 -l)>0, 


即 


I 


^Vac-b 2 * 

设 a= ^AC C -B^ 


则所求面积为 

s: 


•a 

( y 2 

• —a 




C 


「 yC-(AC-B 2 )x 2 (Lr 

J —a 

Uj “ vV — r°dr 


C 


v/AC-B- - 4a : 


VAC - B' 


【 2407】 y 


X 


2a— x 


( 蔓叶线 ）， i = 2a 


解所求面积为 


s 




设 



X 


2a-x 9 


则当 0<a:<2a 时 0<r<+co ， 

2a/ 2 , 4a/ 


x 


dr 


/ 2 + r ^ u 2 + i) 2 

代人并利用 1921 题的结果，可得 


S 


^ r ^_ 

oM 2a- 


clr = 16a 


x 


t x 


o 


(/ 2 + l) 


dt 


408 




_ §5 •面积的计算方法 I . 第四章5定积分 

= 16a：> *1! [?+l~ (7+T? + (7+17 ] d/ 

= 16a2 *.{(l 肌 咖- 8(?+1) + 4(?+1?)[) 

= 3na 2 . 

【 2408 】 x = aln g- + -Vg ： _ y Q 2 _ i ， 

: y 

: y = 0 (等切面曲线). 

解如2408题图所示 



所求面积为 

S = 2^( a ln “ + 勹 2 -/ - /a r ^7)dy 


2a 




c 


y 


dy 


— 2 ( 专 Va 2 — y 2 + yarcsin ^ ) 


2a lim 




Tia 2 — 


丌 a 


Q + \/ a 2 — y 
y 

.2 


aarcsin 


JL 


na 


7 W 
2 # 




【 2409】/ = 汀 + ， 2)2 

解所求面积为 


(x>0 ； n>-2). 
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Crfi 


x 〒，则 


c 


^ r +2 


dt 

r +7 


=由油叫。=备 

[24101 3 ; = e "" I siar |, : y = 0 (x ^ 

解令 siar = 0 得 

x = kn (々 = 0 , 1 ， 2 •…） • 

当 :r 6 (2々兀， （2 /r + 1 ) 7r ) 时 ， sinr 〉0， 

当了 € ((2々 + 1 ) 7t ，（ 2 々 + 2) tc ) 时， siar <0. 


0 ( x ^ O ) 


所以 


ir— 如 0 J Air 


\\ my](-}) k 

ft 鼇 龜 


(— 1)V 'sirudr 


e ^ Csiar + co & r ) I u：l)n 


lim 工 (- 1) 卜 1 i-( e ^ H,ff cosa + l)；r - e+cosbr) 

一如 0 ^ 

4limSO 一 《 h 》 W] 


k^O 


lim*| 1 +2( y^ t e ^ )+e ( 




rrt Hjc 


( 1 + T 


2.7 •分圆 . r 2 +y = 8 的面积为两部分， 


【2411】拋物线 / = 2 .r 分圆 P + / = 8的面积为两部分， 
这两部分的比是多少？ 

解如2411题图所示.两曲线在第一象限内的交点为 / U 2. 
2) 设这两部分的面积分别为 S , 及 S 2 •则有 


>^/8^7 -^) dy 
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. 面积的计算方法 第四章定积分 



【2412】 把双曲线 a : 2 — / = 1上点 MU ，？） 的坐标表示成 
为双曲线弧 咖 和两根射线和限制的双曲线扇形面积 
的函数 S = ( M ' M ， 这里 M \ x ,- y ) 为 M 关于轴 CAr 对称的点. 
解 如2412题图所示 



2412题图 

ies ； 为双曲线与直线 x = 所围图形的面积，则有 

S\ = 2 y/x 2 — a 2 dr 


a 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 






— Win 出 , 


所以 


J-y — Si = a ~ In 从而 


:r + y t 

将①代人 p_y = w 中得 


① 


ae - 


② 


因此 


e〆+e 


ach 


cu 2 — e 


. sh 4. 


求出由给定参数曲线围成的图形的面积 (2413 〜 2417). 
【2413】 j = “(/ — sin/) = u ( 1 — co 以 )(0</<2 兀 ) （摆线) 
和 y = 0. 

解所求面积为 

S = [ a( 1 — cos/)a( 1 — cos/)d/ 


【2414】 


J a( 1 — cos/)a( 1 — cos/)d/ 

a ^ (l _ 2cos/+ l±p2, )d/ 

a’ ( 专 / — 2sin/ 十 +sin2/) = 3 加 2 

x = 2t — t z = 2t 2 — t 3 . 


解 当 / = 0 及 2 时 ，: r = 0， j / = 0, 
当 0< z <2 时: rXKjX )， 

当 f >2时，：1，<0，^<0, 

如2414题图所示 
所求面积为 


S =- J '(2 r -^ 3 )2(1- 


t)dt 
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• 面积的计算方法 第四章定积分 



2414题图 


— 2[ 2 (/ 4 -3/ 3 +2/ 2 )d/ 

0 


15* 


【 2415 】 x = a (cos/ + /sin/) 9 y = a(s\nt — tcost)(0 ^ 
27 r ) (圆的渐伸线）和 o * = a ，？ < 0. 


< 


所求面积为 

)=—j") a (si 


(sin/ — /cos/) • atcostdt 


- \ m ydx 


a 2 + -^-Z 2 sin2 / + /cos2 /— ^si 


sin2 / 


% 

• < 



( 4 兀 2+2 叫 /， 


其中 Ujcb 表示沿着从 A (心 一 2 tw ) 到点 Z 3 U ，0) 的直线段 M 上 
的积分.由于在 M 上了 = a ，故 dr = 0,从而 




因此 


S = y(47r 2 +37r). 


【 2416 】 


a(2cos/ — cos2/) jy = a(2sin/ — sin2 ，） 


所求面积为 


H [a (2cos/ — cos2，）• a(2cos/ — 2cos2/) 
Z J 0 

-a(2sin/ — sin2/) • a (— 2sin/ + 2sin2/)]d/ 
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3 a 2 


3(2 2 


f2x 

(i- 

o 

J : (卜 


cos / cos 2 r — sin / sin 2/) d / 


cos /) d / = 6 tiu 2 . 


[2417] x = ^ cos 3 /^ = % sin 3 /( c 2 = a 2 —6 2 )( 椭圆的渐 


屈线). 

解 


如2417题图所示 



2417题图 


[f ^ rsin 、• — cos 2 ^ sin / d / 
Jo b a 


sin 7( 1 — sin : /) d / 

ao J o 


8a/r 


[2417. II x = a costly 
解所求面积为 


2 + sin / - 


• o 

A# 

• 0 


=a 




= — 


I ： 




2 + sin / - Jo 2 + sin / 

f2ic f2ir OJ, 

( sin 2 / — 2 sin / + 4) d / + cz ~ —~. 

Jo Jo Z 十 sin / 


丌 “ 


(I — 9 ). 


求出由给定极坐标曲线围成的图形的面积 (2418 
【2418】 r 2 = a 2 cos 2^ (双纽线） 

解如2418题图所示 
所求面积为 


2423). 
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. 面积的计算方法 


第四章定积分 



2418题图 


^\ 2 cos 2 ( pd(p = 2 a 2 • -~- sin 2^| J = a 2 . 


【2419 】 r = a {\ + cos < p ). 
解 如 2419 题图所示 


(心形线) 



WI 9 题图 

所求面积为 

S = 2 • Y ^ a '( 1 + cos < p ) dtp = -|-7 ca : *. 

【2420 】 r = cisin 3^. (三叶线） 

解 如 2420 题图所示 



2420题图 


所求面积为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) _ 

S = 6 • -yj >， a 2 sin 2 ?>(pdxp = 

【2421】 r = 抛物线 )y = f，y = f . 

解 所求面积为 

s = ill h-C^ = ill esc< f d (f) 

= _^ ( cotf + i cot 3 f) |j 

= ^(4/2 + 3). 


[2422] 




解 


设 


1 + ecos^j 

所求面积为 

s =2 •丄 r ^ 

2 J o (1 +£co^ 


(0< e <l)( 椭 圆 ). 


p 2 

% 


o (1 +ecos<p) 2 
d(p 


o(l +ecosy)" 


tan f 


，并 记“ 


V 肖，则有 


d(p 


J ( 1 + ecos<p) 


. (I 


2(r+ 1) 


-e)Hr^+a 2 ) 


2 


(1- e ) 2 . 


dt 


dt 


2(1 


t z +a 2 (1 


-a 2 )f 

:=r ^ r i 


dt 


(r 2 +a 2 ) 2 


2 


(1 _ £) -,arctan- 
2(l-u 2 )l 


(1— e ) 2 \2a 2 (t 2 -^a 2 ) 

当 0 < p < TT 时 0 < 〖 <+ 所以 


^jarctan-l+C. 


S = P 2 


. o^ arctan : 


2(l-a 2 ) I t 
(1- e ) 2 !2 a 2 (/ 2 + a 2 ) 
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• 面积的计算方法 第四章定积分 


+ 2^ arctan 


a )] 


_ tz _ I (l — a 2 )n 

a(l-e) 2 2a 3 (l-e) 2 


一 （ l_e 2 ) 2 . 

[2422. 1] r = 3 + 2 cos 弘 
解 所求面积为 


[2422.2] 


2 • 士 J (3 + 2cos(p) 2 dcp 
_ 

(9 + 12cos^ +2(1 + cos2c/) dcp = 11 丌 . 
Jo 

r = 丄， r = - r ^- ( 0 < 9 < y ). 

O) SintD V L / 


所求面积为 


【2423】 


车 W 

2Jo vsin^ cfT f Y 

i/i f 

2 o 

^ lim (立一丄+^)=丄. 

2 e— h)V 7r e sin£ / n 

• = ucospr = a(cos^+ sin^j) G S 


所求面积为 


a- (cos^+ sin ^)) 2 却 + 士 卜 a 2 cos 2 (pdcp 


a 2 (7r-l) 


【2424】求出由曲线 95 = rarctanr 及两根射线 p = Q 与 (p 

袁細酬關面积 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三 ）I 



2423题图 


解当 p 由0变到 g 时， r 从0变到万，而 
dcp = ( 1 ， 右 3 +arctanr)dr ， 


故所求面积为 


S 


= jSUr+? +r2arctanr ) dr 

= |^-^r — ^ln( 1 + r 2 ) + -^-r^arctanr 




= 丄 — 丄 102 + ^兀 
2 3 t 6兀. 

【2424. 1】求出由曲线 〆 + 〆 =1所围的图形的面积. 
解所求面积为 


S = 2 


=( 


? 


華 

dip — ( 1 — (p : )d<p 


9 


3 


) 3 ) 


【2424.2】求出由蔓叶线所围的图形的 面积: 

(p = sin( 7 ： r) (0 ^ r ^ 1 ) 

解如 2424. 2题图所示 


当 0< r <4 时 
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• 面积的计算方法 第四章定积分 


弧度 


2424. 2题图 




所求面积为 


= A • 





4^arcsin 2 ^ 


I ：7 r ^ 


arcsin^d^p 


=^ • (f ) 2 + 》 I :- ■:却 
_ 1 1 

H ' 

【2424.3】 求出由以下曲线所围的图形的 面积： 

(p = 4r 一 r 3 ，史= 0. 

解 如 2424. 3题图所示 

° 2 - 


2424. 3题图 

当 p 从0增加到 | ^时， r 从0增加到 
此时 dcp = (4 — Zr 2 )dr. 

当 P 从 l~ 4变化到0时， r 从增加到 2. 

此时 d<p —— (4 — 3 /^) 6 ?\ 

因此，所求面积为 

S = 士「 厂 r 2 ( 3/ - 4 ) dr - + ( 4 - 3〆 )dr = 

Z Z J o lb 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


【2424.4】求岀由以下曲线所围的图形的 面积: 


sinr^ 


解 当 r ■从0 变化为 7 T 时#单调增加地变化到 7 T ， 且 

d(p = (1 — cosr ) dr ， 


所求面积为 


S = j [ r 2 dcc > = [ r(l — cosr)dr 

Z J o Z J o 


丄 r 

2. o 


dr 


ilo 


r cosrdr 


7 C 3 - 


rcosr 


[Vsi 

Jo 

+ cosrdr 

o Jo 


- jrrsinr + | rsinrdr 

0 ^ o 


^7r 3 +7r + sinr 

u 10 


; 3 + 


[2425] 求出由封闭曲线所围的图形的面积 


丌/ 


— lot _ 

解曲线封闭时，/由0变到+00,所求面积为 


S 


\\7^^ 


( 1 +/ 2 ) 2 ( 1 +/) 


d / 


2 \7[m+o 2 ~i 


1+/ 2 2 ( 1 +/ 2 ) 2 . 


d / 


4(1+/) 4 


arctan/ 


1 +/ 2 - 



化为极坐标，求出由下列曲线所围的图形的面积 （2426 〜 
2428). 

【2426】 P +y = 3 ar ^ (笛卡尔叶形线) • 

解 r 3 ( cos 5 (p 4- sin '^)) = 3 ar ~ cos ^ sin ^, r , 




• 面积的计算方法 第四章定积分 


所以 


3acosysiny 
sin 3 p+ cos 3 <p 


当 • 时，且当 p=0 , 号时 


0 . 如 2426 题 


图所示，所求面积为 



2426题图 


令 tan^ 


丄[吾 9a' cos 2 <psin 2 cp 
2Jo (sin p + cos' cp ) 

=t， 

t 2 dt 

2 Jo (1+/ 3 ) 2 


2 d ^. 


¥[ 

3a 2 


3(1+/ 3 ) 


0 


所以 


【 2427 】 y+y =a 2 u 2 +y). 

解 r 1 (sin'^4- cos 4 ^) = a : V ， 

y/2a 

r = —- z=. 

V2 — sin 2 2^ 

如 2427 题图所示，由对称知所求面积为 


If ? 

2.0 


2“ 2 


2 — sin 2 2cp 


d(p 


4a Jo 2=^7 d/ 







2427 题图 



■J2 + sin/ 




y[2a 2 < 2arctan(V^tan + — 



+ 2arctan(\/^tan + + 1 



= 2 y/2w [arctan(V^ — 1) + arctan(>/2 + 1)] 


= 2y/2a 2 • y = y[2a 2 ^. 

【 2428】 +/) 2 = 2a 2 ^ ( 双纽 线 ). 
解 r 2 = a 2 sin2^, 

如 2428 题图所示 



2428题图 
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6 . 弧长的计算方法 I 



所求面积 S 


4 • -|- J 4 a 1 s \ n 2 cpd(p = a 2 . 


把方程式化解成参数形式，求出受下列曲线限制的图形的面 

积 （2429 〜 2430). 

【2429】 = J (星形线) • 

解设 

x = acos^t^y = as\n 3 t^ 

由对称性知 


S 


ydr 


(— 3 a 2 sin 4 rcos 2 f ) d / 


12 a 


2 


( sin 4 /— sin 6 /) d / 




【2430】 x 4 +y = ar 2 ^. 

提示:假定 y = tjc . 

解设 y = &，则曲线的参数方程为 


at 

^ = 1+?^ = 
山对称性知，所求面积为 


at 


1 +〆 


-oo</< 


s 


—如 cit 2 o /( l -3/ 4 ) , 

Jo TT^ # .. a 


-4。 


+《 4 ( 1+/ 4 ) 2 
t 2 


dt -3 



(1/I. 


( 1 + r 4 ) 3 Jo ( 1+， 4 ) 3 
此题计算相当麻烦，我们这里略去.有兴趣的同学可以尝试 

求解，所求面积为 s = ^ a 2 . 


§6. 弧长的计算方法 

1. 直角坐标系中的弧长 平滑（连续可微分）曲线 y = 

〆 x )( a < x <6) 一段弧的长度等于 

5 = 「 yi+y 2 (x)dr 

% a 

2. 参数方程表示的曲线的弧长若曲线 C 由以下方程式给 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


itS : x = x(t ) , y — y(,t) (/ 0 ^ ^ T). 

其中 e 0<"[/。，71, 则曲线 C 的弧长等于 

5 = [ y / y 2 ( t ) y /2 

J ’0 

3. 极坐标系中的弧长若 

r = r{(p) (a ^ 

其中 r ( cp ) e c " […幻 ，则曲线相应的一段的弧长等于 

5 = 「 Vr 2 {(p) + r 2 {(p)A(f. 


空间曲线的弧长参见第八章. 

求出下列曲线的弧长 (2431 〜24! 

[24311 y = x ^ (0< x <4). 
解所求弧长为 


2452). 


J: V 1 + (i xi ) 2dr = J: V 1+ 


27 


(10 / To - i ). 


【2432 】 y = 2 /w (0 ^ .r ^ x 0 ). 
解 y =^ 


r+y 






y/2x + p 
72 • /r 


由对称性知，所求弧长为 


: I ： i 


+ 2x 


cLr ， 


一 ” 。万 " w 

y / 2 x = / ，则当 0 < :r < a *。 时 0 < 
= 2f^ Vp + t 2 dt 


< V /&， 所以 


2 [+ y^T7 r +fi n u+yF^ r i]| 广 
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. 弧长的计算方法 



四章 


【2433】尸从点到槪点 
解所求弧长为 





= ch —dr = 
Jo a 

ash X 
a o 


=ash — = A /| 

[ach — ) — a 2 = 


a V 1 

^ a 1 

【2434 】 y = e J (0 < x ^ x 0 ). 

解 

所求弧长为 s = 

%/l + e 2 x dr ， 
Jo 

令 

t = %/ 1 + e " ， 



h 2 -cr 


\n(t 2 — 1) 


所以 


dr 


一 r 2 _l ， 

%/1 + e 2 1 dr 


I 占 


t + 4-ln ——} +C 


+ 


l + e 。一 1 

TTi^+i 


+ c . 




l+e^o -/2+^ln 


72-1 


1 + e 、一 1 
1 + e % +1 


^2 +r 


【2435 】 *r = — y 2 — yln ^ (1 e ). 

解所求弧长为 
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s= \\ J l ^{i~Ty)' dy = J: 

【2436】戸 (0< x <6< a ). 

解所求弧长为 


jy i + t ^ K = j ^ 


a 2 +x 2 


dr 


•r 


aln 6 . 




b 


【2437】 .y = lncosx ^0 ^ j： ^ a < y j. 

解所求弧长为 

s = \ \/l + tan 2 xdr = J = l ntan (子 + 号 )• 


【2438】 


x 




(0 <i b y a) 


解 


cLr 


A 2 - y 

y 


，所求弧长为 



( 


va 2 — 


【2439】 y 


x 


2a 


x 


丄 ) dy = J = aln 

(o<:< 音 4 


解如 2439 题图所示 
设 : y = 以，得 

2 a / 2 2 a / 3 


X 


IT ?， 




+ t z 


当 0< ： r<|a 时， 0</< 万 ( 一半弧长 ) 

t _ 4a/ / — 2o/ * + 6al 2 

Xf — (/ 2 + l) 2 、 V ， = U 2 + l) 2 ， 


a_ 

J 
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2439 题图 



所求弧长为 





cos 2 ^)(1 + 3 sin 2 ^>) 




= ^lnfl+sTSln^^). 


【2440 】 +^i = a 3 (星形 线). 

解 y =-^Jf (f)^ 

所求弧长为 





0 
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【 2441】 j = — cos 3 tj y = ~r 

a b 


^-sin 3 t, c 2 = a 2 — b 2 


( 椭圆渐屈线 ). 


3c 2 . 

- c 1 




所求弧长为 


3r 2 - 


5 = 41 '—smtQOst v/f cos L> /+ sin 2 /d/ 


3^(i^) {62+(a2 - 62)sin2/}l l! 

4c 2 (a 3 -6 3 ) 4(a 3 -6 3 ) 


ah (a 2 — b 2 ) ah * 

I2442J x = cos 4 t,y = sin 1 t. 

解 Vx] + y] = 4asin/cosf \/sinV + cos 4 ，. 所求弧长为 

•f _ _ 

s = 4asin^cos^ v sin* / + cosVd/ 

Jo 

=2a \l V 2 ( sin 2 / -|) 2 + I d ( sin2/ -|) 


2a 


sin 1 / — 7 


cosV + sin^ + ^ln sin^ 


-4 + 


(sin 1 / 十 cos*/) 


= 2a(Y + ^In(l+y2))= (1+^ln(l+72))a. 

【 2443 】 x — a(i — sint) = a( 1 — cos/). (0 ^ ^ 2n). 
解所求弧长为 

5 = [ y/a 2 (l — cost ) 2 +a 2 sin 2 /d/ 

Jo 

= 2aj sin +d/ = 8a. 

【 2444 】当 0 < / < 2tt ( 园的渐伸线） 时： 


a(cost + /sin/) = aXsin/ — /cos/) 
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• 弧长的计算方法 M 第四章定积分 


解所求弧长为 


•2買 

0 

% 2 k 

( 

Jo 


(cdcost) 2 + ( o / sin /) 2 d / 


【2445】 


atdt = 2n 2 a. 

= a (sh/ — /)，> = “（ch/ — 1) (0 ^ ^ T) 


所求弧长为 


5 = 


\ Vu 2 ( ch / — l ) 2 + cr ’ sh 2 / d / 

Jo 

CT _ 

v 2 a \J ch : t — ch / d / 

o 


令 


w = ch / ，则 


ln(w y u l — 1)， d / 




U J 

^ Ti du - 


再令 

则有 


tan 2 2 , 


r arctan/chf • 9 

2 72 a ^dz 

J -J COS z 

2 ^[ rfS _ i lntan ( f + l )], 


cos 4 z 


= V2a(v^hT- yi+chT-72) 

—72a[ln( \/chT + %/l 4 - chT) — ln(l 
[2445. 11 x = ch 3 /^ = sh 3 t (0</< T). 
解所求弧长为 

s = f Vxj -f y? At 

Jo 

=[ 3ch/sh/ v’ch 2 / + sh' /d/ 


4 J o 


2 ch / — ld (2 ch ’/ — 1) 


f x f (2ch "- 1) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


|[(ch 2 T+sh 2 T )2 -1]. 


【2446】当时 ， r 
解所求弧长为 


呼 （阿基米德螺线). 


Va 2 <p 2 -\-a 2 dcp 


=a {營 + 1 + 士 ln(p+ >/(p 2 + 1) I 

=a n V 4 丌 2 + 1 + -^-ln(27r + V 4 丌 2 + 1). 

[2447] 当 0 < r < a 时 ， r = “ e % (m > 0). 

解因为0<厂<“，所以_00<^<0，所求弧长为 

5= f° Va 2 ^ +a 2 m 2 ^dcp 

J —OC 

_ro 

=a Vm 2 + 1 e waiF d(p 

—oc 


a N / m 2 + l 


e 叫 


a vm 2 + 1 


【2448 】 r = a ( 1 + cos ^). 
解所求弧长为 


2 V r 2 + r 2 d<p 

o 


【2449】 


2j \/a 2 (l + cos^) 2 a 2 s\n 2 <pd(p 

•胃 

4a cos 妥 dtp = 8a. 

Jo 乙 1 


解所求弧长为 


r JL 

9 

mm 


y+r IA<p 



sin * 


( l + cosp ) 2 ( n - cos ^) 4 ^ 
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. 弧长的计算方法 



rf 2pcos 号 

J - 号 (rr ⑺ ― 脚 = iL sec3 營如 


sec 


dcp 


(1 + tan 2 号)却 


cos 子 


Id (sec 



lntan 


f + i + 


sec 


sec 


-{ln(sec|+tan|)}| o 2 

/ >{ y 2 + ln(72 + l)}. 


【2450】 


“sin 《草 


解 



H n2 f cos f )“ + H n< f) 


a sin- ^ 


(0 < p < 3 丌）， 


所求弧长为 


\ 3 o asin2 i d( p 


Siza 


[24511 


ath 丌 ). 


解 心寸六 


2ch 2 ! 


4sh 2 -|ch 2 I + 1 


2 也 f 


\rcp + 
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米多维奇数学分析习题全解(三) 



2 ch 2 要 


1- 


2 ch ^ 


所求弧长为 




2 ch 


2 (£^ d(p 


j 2u 

= a(9 — th 客 )I = a(2n— th7r). 

【 2452 】史 =+ (r + + ) (l<r<3). 

解 r 2 — 2rcp + 1 = 0 ，两边对 p 求导，得 
2rr ； — 2(fr r — 2r = 0. 

r — ―^― ， 从而 






d( p = i ( 1 ~ 7 ) dr ' 


所求弧长为 


ir ( r +- l ) dr =2 + { 


= '2 J 1 ( r + 7 ) dr = 2 + Y ln3 - 

[2452. 1] cp = fr (0< r <>/5). 

解 r = cp 2 jr = 2 (p, y/r 2 = tp V<p 2 + 4. 
当 0 < r < 、/ ^，0 < p < 艿时所求弧长为 

rYs x _ j ry 5_^ 

5 = (p y/(p 2 H ~ \d(p = ~W j yj if + 4 d (^ 


(/+4) 


l[(75 + 4)2 -8j 


[2452.2] cp 


Jo p 


(0< r < 尺）. 
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— smt 


1- r-sec 2 -7T 


sin/cos' 


=： — 


2 


sin/( 1 + cost) 


cos/ 


cos/ 


ds = vr 2 + r \dxp 



(1 +cos/) 2 + 


sin“’/(l +cos/) 2 


t 1 - 


sec 2 




1 + cos/ cos/ 


故 


cos/ 1 + cost 

dt = T. 


d/ = d /， 


0 


【2453】证明椭圆 

x = acost^y = bsint 

的弧长等于一个正弦曲线波 : y == csin f 的一波之长，其+ 


一 . 


解对于椭圆，其全长为 


S, 




V a 2 sin 2 t+b l cos^d/ 
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§6. 弧长 的计算 方法丨 第四章_定积分 

% 

解士 = @，从而 

T r 

f __ 1 __ r 
rtp = ^~ r = shr 9 

/ZTjrTT — I — r v/sh 2 r+ 1 一 rchr 
Vr+r ^-J r+ s^r- shr — shr ， 

dtp = 宇 ^dr ， 

因此，所求弧长为 

5=1* • ^-dr = f chrdr = shr = shK. 

Jo shr r Jo o 

12452. 31 r = 1 4 - cost,<p = t — tan(0 ^ ^ T< 7r). 


ckd/ldffd/ 

II 

f 

/ 

r 

解 



•2ic 


0 


V a 2 — c 2 cos 2 1 dt = aj %/l — e 2 cos 2 fd ， 


对正弦曲线，其一波的长度为 


52 



1 + 》 cos 2 f dr = J y/b 2 +c 2 cos 2 /d/ 

-J a 1 — r 2 sin 2 /d/ = a\ V\ — e 2 sin 2 /d ， 

0 Jo 

aj \/l — e 2 cos 2 /d/. 


其中 6 = ^， 

a 

所以 5 i = s 2 . 

【 2454 】 拋物线 = T 2 沿轴线 Qr 滚动.证明抛物线焦点 
的轨迹为悬链线. 

解如2454题图所示，设抛物线切 Qr 轴于点 A ( S ，0) C / 为 
抛物线的顶点， P ' 为焦点。为拋物线的对称轴，(从'丄 OY \ 
过 A 点作 AB 垂直于 O ' X ' ，垂足为 B , 引人参数 C/N = /，则由抛 
物线的性质有 



PW 丄 《 r ，。’ B = 20 f N = It , 
从而 = ^ = 
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. 弧长的计算方法 


AN 


AB 2 + BN 


I!V i+ (i) 2dr 


T+r 


1 + 


p f N = VUp rr TUW = 7^7 = 々 1 + 
设点，的坐标为 X ，： y ， 则 

x = S -AN=a\n[± +y Jl^[j) 2 ), 


P , N = a J 0 2 


由①式得 


‘“ f + V i + ( f )' 

「 f =-7 + V 1 + ( f ) 2 


上面两式相加，得 


+e^ =2^/l + (f ) =| 


a / ^ x x 
—(e- + e “） 


ach 


这是悬链线方程. 

【2455】求出受曲线弯曲处限制的面积 


7 = 土 (士 _ x )" 


与圆周长等于这条曲线周长的圆面积的比值, 


0及 


时 ，:V 


由对称性知此环线所围之面为 


: 1:( 士 — 工)細 


8 

135^3 


① 


② 
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此环的长为 


dl 



所求圆的半径为 R ，则按题设有 2 tt /? = ^二•所以 i ? = 一|=- 

3 v3 3 v37t 


故圆 


的面积为 




§7. 体积的计算方法 


1. 已知横断面的物体体积 若物体体积存在，且 S = 
< x <6) 是用在 o •点上垂直于 Or 轴线的平面切下的物体 

断面面积，则 

v = J'sCx)^. 

2. 旋转体的体积曲边梯形(式中 
jKx ) 为单值连续函数）围绕 Qr 轴旋转而形成的物体体积 等于： 

V r = tt[V ⑴ dr . 

a 

在更普遍的情况下，图形为“ ( x ) 

(式中％ ( t ) 和3^2 (^ r ) 都为非负数的连续函数）围绕 Qr 轴旋转而 
形成的环形体体积 等于： 

V = 7 ： Qy?(J ) ― >»! (.r)]dx. 

% a 

【2456】求小阁楼的体积，阁楼的底是边长等于 a 和 6 的矩 
形，上棱边等于 o 而高等于心 
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7. 体积的计算方法丨第四章定积分 

解如 2456 题图所示取 X 轴向下，则有 



2456 题图 




f 即 


+ c . 于是，所求阁楼的体积为 


= '、艾心=「 
0 J f 


( 〒： +r)dr 




bh 


(2a + c). 


【2457】求截楔形的体积，其平行的底为边长分别等于 A 、 i 3 
和心 6的矩形，而高等于 A . 



2457题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 

解 CX) f = ^ QQ f = ^^OQ = h . 
设 OP = I ，则 




所以 

KL = a 

2457 题图 

+ (A — a ) • ^ . x . 

h 

同样 

LM = b+(B — b ) • 

n 

从而四边形 KLMN 的面积 


Six )= 



=ab - i - [ a(B — b ) +6( A — a )] fl — y -) 


+ (A-a)(B-6)(l-f). 

因此，所求体积为 

V =「 S ( x)dr = 4[(2 A +“) B +(2 a + A )6]. 

0 D 

【2458】求圆台的体积，其上、下底是半轴长分别等于 A、B 
和 a 、6 的椭圆，高等于 A . 


解如2458题图所示 
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. 体积的计算方法 


第四章定积分 



2458题图 


a = a + L -- ’ (A — a) ，厶 ’ = b + 

h 


(B-b) 


所以此截面的面积为 


Six) 


TZU 


V 


= 兀卜 + (A — a)(/3 — /，) (1 — f ) 

4 - [a(B — b) +6(A —a)](l — f )}， 

所求体积为 

V= [S(x)dr = ^\_{2A+a)B + (A + 2a)b\ 

【2459】求旋转抛物体的体积•其底为 S •而高等于 H . 
解设抛物线的方程为 

y = ipx , 

绕 Or 轴旋转，如2459题图所示. 



2459题图 








吉米多维奇数学分析习题全解(三) 



则 OA = H . 

记 ob = x , 

由假设 S = tt I AC | 2 = tt (2/> H ) = 

距原点为 t 的截面面积为 
S (* r ) = izy z = 2 izpjr . 

于是，所求体积为 

V = | o H S(,)d, = ^ = ,.^.^=f. 

【2460】设立体的垂直于 Or 轴的横断面面积 S = SQ ) 按 
照二次式规律 变化： 

Six ) = Ax 2 + £U + C (a x b ), 

其中 A 、 B 与 C 都是常数. 

证 明：这 个物体的体积 等于： 

v= 乳 SU) +4S( 宁 ) +S (/，)]， 

其中 H = (辛普森公式). 

证 V = [ S ( x)dr = ( At 2 +fir + C)dr 

J a a 

= y(6 3 -a 3 ) + |(A 2 -a 2 )+C(6-a) 

=^^[2 A ( A 2 + M + a 2 ) + 3 B(a + 6) + 6 C ] 

o 

=§[( A/ 2 +Ba + C ) + ( A ^ 2 + B &+ C ) 

D 

+ A ( a 2 + 2 a 6+6 2 ) + 2 B ( a +6) +4 C ] 

=f [ S ( a ) + S (, b ) + 4 S (^)". 

【2461】物体是点 MU . u . z ) 的 集合. 这里 0 < ^ < 1 ，而且 
若 z 为有理数时，0<了<1，0<：^<1 ; 若2为无理数时，一1< 

证明 :虽然 相应的积分为 
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• 体积的计算方法 I 第四章定积分 

S(z)dz = 1, 

0 

但这个物体的体积不存在. 

证 显然，对于任何 l ， Cr ，： y ) 都在一边长为1的正 
方形中变化，所以 S ( z ) = 1. 从而 

S(z)dz = ck = 1 ， 

Jo 0 

而此物体( V )的体积不存在.事实上，无完全含于( V )内的多面体 
( X )存在，从而这种( X )的体积的上确界为0,即( V )的内体积 V . 
= sup {^} = 0. 另一方面 ,( V ) 的外体积 V = 其中的下 

确界是对所有完全包含着( V )的多面体 ( y ) 的体积 Y 来取的.由 
于0 < 2 < 1中的有理数和无理数都在[0, 1] 中稠密.故上述多面 
体 ( y ) 必完全包含点集 

(y 0 ) = {(x.y.z) |0< ： T<l,-l<a*<l ，一 l< ： y<l }， 

MVo 3 ( V ). 且 ( l ) 的体积 K = 4. 因此 
V = inf { Y } = 4, 

故 V •关 V . ，故( V )的体积不存在. 

求下列曲面所围成的体积 (2462 〜 2471). 

【2462】^ + p - = 1, z = 士 a * , jt = 0. 

解 如2462题图所示用垂直于 Qy 轴的平面截割立体得直 
角三角形 PQR. 


设 OP = : V ，则 PQ = h 髙 QR = ix , 从而三角形 PQR 的面 


积为 SU) 




于是，所求体积为 V = 2 J : f ( 1 一菩 ) 办= \ohc. 


【 2463 】 




(椭面). 


解用垂直于 Or 轴的平面截椭球得截痕为一橢圆，其长，短 
半轴分别为 
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吉米多雄奇数学分析习题全解(三） 



S(x) = 汝 (1 _¥)， 


因此所求椭球的体积为 

V = J S(x)cLr = | (1 — ^7)7T&.dr = 音兀 “ /x*. 

【 2464 】^2 — % = 1， z =土 c 

解图形为单叶双曲面，用垂直于 z 轴的平面截立体得截痕 
为一椭圆 



其面积为 S(z) = 7ro/^l + ⑽). 

因此•所求体积为 

V = J S(z)dz — 7ro/;| ^l+prjdz = J- tzo/k\ 

[2465] o- 2 + 2 ：- = a 2 + z 2 = a 2 . 

解如 2465 题图所示考虑第一卦限内的部分，过点 (OA ， z) 
作垂直于 Cfe 轴的平面截立体，得截痕为一正方形，其边长为 





. 体积的计算方法 


第四章定积分 



2465题图 

S(z) = a 2 — z 2 , 

所以，所求体积为 

V = 8 (a 2 — z 2 )dz = 

Jo o 

【2466】 x 2 +y+z 2 =a 2 ,.r 2 +/ = cw. 

解 如 2466 题图所示，考虑在平面上方的立体过点 
M ( x . 0 , 0 ) 作垂直于 Or 轴的平面截立体得截痕为一曲边梯形，其 
曲边方程为 



2466题图 

z = y / (a 2 — x 2 ) — y 2 ( J * 固定)， 
—V ax — x 2 ^ y J ax — 工 1 ， 


从而截面面积为 
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米多维奇数学分析习题全解(三 


S(x) 




- y 2 dy 


a~- 4 - ia 1 — j： 2 )arcsin 



因此所求体积为 


V=2 S(x)cb' 

Jo 

= 2 + {a 1 — j- 2 )arcsin A / - f — dr 

JoL Vu + JT 」 

= 音《 3 卜 _ 4). 

[2467] z 2 = bCa - x) ,x 2 + y = ar. 

解和前题一样，先考虑平面上方的部分，用垂直于 Or 
轴的平面截立体得截痕为一曲边梯形，其面积为 

「 7^7 _ _ 

S(j-) = 2 >/b(a — x)dy 


—x 2 Vb(u — j *) 


从而所求体积为 


2j S(j-)dr 
4 J V ax — x 2 

4 yfb y/x(a 一 

. 0 


b(a — ‘r)dr 


j-)cb 



【 2468 】 



=1 (0 O < a ). 


解对于固定的^用垂直于 Cfe 轴的平面截立体，得截痕为 
椭圆，其面积为 

S(z) = 7 ZCIZ , 

于是所求体积为 


S(z)dz 


nazdz 


Tia 


【 2469 】 x-\~y + z 2 = 1，*r = 0，j = 0 ，之 
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体积的计算方法 第四章定积分 


解对于固定的〜垂直于 C!Z 轴的平面截立体，其截痕为一 
直角三角形，其面积为 


S(z) 
故所求体积为 




[ -^-(1 — 2^) 2 dz 

JO L 




— 2z 2 + z 4 )dz 


4 

15 - 


【2470】 x z y 1 + z 2 + xy + yz + zjc = a 2 . 

解不妨设 a〉0, 此曲面为一椭球面.固定 z 得截痕为椭圆 
x 2 +xy-hy 2 +zx + 2y+(z 2 - a 2 ) = 0， 

由 P. M 菲赫金哥尔茨著的《微积分学教程》第二卷第一分册第 
330目中的公式有，此截面的面积为 

% 

S(z) =—— 

I 、 1、专 3 73 


S(z) 


ttA 


(卜+) 


2z 3 - 3a 2 


! ! 2 2 _ 2 
11 

所以 S(^) = W 二 厂处 . 

373 

^的变化范围为 2z 2 _3a 2 <0, 即 


S(z) 




因此所求体积为 


、化 2(3^ 2 -2^)^ _ 4 72 k 
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a. 


【2471】证 明:平 面图形 jyCr)， （其中 
^(x)- 为单值连续函数）围绕 Qy 轴旋转形成的物体 体积： 

— 445 — 




= 27 t | xyU)dx. 

证 = 7 t[(x + ^ r ) 2 - x 2 ] yx ) 

= 27lt3/Ax + 0((Ax ) 2 )， 
于是，所求的体积为 




、h 

2 tz jr . y ( x ) dr . 

a 


求出由下列线段旋转时所得到的曲面所围成的体积 (2472 〜 
2481). 

【2472 】： y = f 绕仏轴(半三次拋物 线). 


解所求体积为 


V , 


心 if ) 


dr 


nab 2 . 


【2473】 y = 2 x - x 2 ,y = 0;( l ) 绕 Qr 轴; （2) 绕 Qy 轴. 

解令 3 ^ = 0 得 1 = 0 及 1 = 2 ，即 0 < 1 < 2 .因此所求面 


积为 


(1) V , = ; rj :(2 :-: 2 ) 2 dr = 帶； 

(2) V, = 2n\\2x-x 2 ) 2 6j ： = ^. 

【2474】 ^ = siar ^ = 0 (0< j < tt ) ; (1) 绕 Qr 轴； （2) 绕 
Qy 轴. 

解所求体积为 
(\) V T = tz\ sin 2 xdr — 


(2) V y = 2 n \ -rsirurdr = 2 n 2 . 

J o 

[2475] 3 / = 6 ( f )，y = b 


i ; ⑴绕&轴；⑵绕 


Qy 轴. 

解 两曲线: ytWf) ，: y = 6 f 的3 
6) 如2475题图所示，由对称性知所求体积为 


的交点为 ( a ，6) 及(一 a ， 
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§ 7 •体积的计算方法 ： 第四章定积分 



2475 题图 


(1) V T 




⑵ v > = 7 r J :(¥ -孕)办 


Tzab 


e 


【2476 】 ：y 
绕 Qy 轴. 

解所求体积为 

(1) V ,= 


0 (0< x <+ oo )；( l ) 绕 O 轴； （2) 


( 2 ) 

【2477】 P + b — W 2 = cz 2 (0< a <6); 绕 Or 轴. 


jre~ J = 


27：. 


解 3^1 = b + Va 2 —X 2 , 

yi = b — Va 2 — x 2 (—a ^ j ^ a )» 


所求体积为 


ft 

( y \ — y\)dx = 86 y/a 

Jo 


dr 


2 n 2 a 2 b . 


【2478】 x 2 — xy + y 2 = a 2 ; 绕 Or 轴. 
解原方程变为 


y 2 — xy x 2 — a 2 = 0 ， 


从而 


5 


了士 Via 2 - 3x 2 


函数的定义域为 


2 




.与 Qr 轴的交点分别为 J ： =— a 及 
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\^Jia 2 ^x 2 


2476 题图 

a . 由对称性可知所求体积 


V x = 2 卜 |" 。 -j(j+ V 4a 2 — Sx 2 ) 2 dr 

+#[i( x-\- Via 2 —3x 2 ) 2 
-- \/4a 2 —3x 2 ) Z JcLrj 

= 号 (4a 2 — Zx 2 +2x V 4a 2 — 3x 2 ) 

L J 0 

rj ^ _ 

+ 2x «r V4a 2 — 3x 2 dr 

« a 

= 7r 2a 2 x — |-x 3 — ^-(4a 2 — 3x z )^ J | 


⑷ 2 -3x 2 ) 音 


I ■ 加 3 . 


【 2479】 ：y = y^(0<:r<+co ) 绕 Qr 轴 • 

解函数的定义域为 

[2« 丌， （ 2” +1)7T] (77 = 0 ， 1 ， 2, …） 

故所求体积为 




e ^siardr 


兀工 ] e _lr siarcLr 
2 -?-e (— 2siar — cosa:)' 


(2irfl)n 
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导 ( e - 2 ，+ l )2> 


! + 1 
5 1-e -4 耳 


丌 

5(1-e ： 


12480] x = a(t — sint )= a(l — cost) (0 < r < 2 兀 ） ，jy 
0;(1) 绕 Qr 轴； （ 2) 绕 Qy 轴； （ 3) 绕直线 : y = 2a. 

解所求体积为 


*2iu *2 霣 

( 1 ) = 7 r y 2 dx = 7 r a 3 (l — cos/) 3 d/ 

Jo 0 


(2) V v 


57 t 2 a 3 ? 

o 

2 C a : 



(/ — sin/)(l — cos /) 2 d/ = 6 兀 3 < 2 3 


(3) 作平 移 :: y = y + 2a,x = x 则曲线方程为 

oc = ait — sinr) 9 y =—a(l +cosf) 及夕 =_ 2a. 

于是所求体积为 

Vj = n [4a 2 —a 2 (l + cost ) 2 ]a( 1 — cos/)(1/ 

Jo 

= 77 r 2 a 3 . 

[2481 J x = a sin 3 t,y = bco^ t (0 ^ ^ 2 ^); ( 1) 绕 Qr 
轴 ; （ 2 ) 绕 Qy 轴 . 

解这是一个封闭的曲线 . 由对称性知，所求体积为 


(1) V , 


2 • 7rJ r (f?cos 3 t) 2 (3asin 2 tcost)dt 
67 ra 6 2 「 J * cos 7 tdt — J' cos u tdt 


—V7M 9!!/ 105 八 ， 

(2) 由对称性知，只须上述答案中的 a 、6 对调即得 

T , 32 2, 

% = 105^ 6 - 

【2481. 1】求岀曲线环: r = 2 t — t 2 ,y = At — t 3 S 
体积; （1) 绕 Qr 轴； （2) 绕 Qy 轴. 


na 2 b . 


^t-t 3 旋转围成的 
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解 当/ = 0、2时，: r = (Ky = 0. 曲线如 2481. 1题图所示. 



2481.1 题图 

o </<2,/ = 1 士 
当0</<1 时，/ = 1 一 \/1 — x； 

当 1 < / < 2时，/ = 1 + /r^. 

即 y \ =4(1 — yi — x )— ( 1 _ y / l — xV ， 

yi = 4(i + /r^7)—(i + /i=7 ) 3 ， 

所求体积 

Vt = 7T(J jyicLr - [ ^yidr) 

• = 7r[J'(4/-/ 3 ) 2 2(l-r)d/-£(4/-^) 2 2(l-r)d/^ 

= K(f 3 - 4 ， -f 5+ f 6+ f 7 -f 8 )l: 

_ 37 tt 
6 ， 

同样可得 

V y = [ari(^) —Jr\(y)~]dy 

Jo 
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. 体积的计算方法 第四章定积分 


=-[(^-^-f 5 + 2 f 6 -f 7 )[ 

-( 争 3 - 4 ， -f 5 + 2 ， -f 7 )l:] 


2 k. 


【2482】 证 明：平 面图形 OgagpgggToOgrgKp ) (其 
中 p 和 r 为极坐标）围绕极轴旋转形成的物体 体积： 


夸 J r A (( p ) s \ n ( pd ( p . 


证面积微元为 
dS = rd ( pdr 9 


r=d<p> 



2482 题图 

它绕极轴旋转所得微环形体积 

&u = 2nrs\vupdS = 27rr 2 sin^d^dr, 

于是所求体积为 

V = 27 rJ /， ( sin ? »| ，< S ：， rdr ) d f 

= 警 J ((p)s\n(pd(p. 

求由极坐标给定的平面图形旋转形成的体积 (2484 〜 2485). 
【2483】 r = a(l + cosy ) (0<^<2^):(1)围绕极轴； （2) 

围绕直线 rcos ^ =~ - 7 . 


(1) V = ^1 “ 3 ( 1 + coscp ) ' sincpdfp 

o J 0 


2丌 


a 3 (1 + cos^) 1 


¥; 


3丌£2: 


(2) 由 2419 题知心脏线 r = “（ l + cosp ) 的面积为而其 


451 






重心为 弘 = 0, r 。= 空 （见2512题图） • 


根据古尔金第二定理(见2506题），可求得所求体积为 




a \37 ra 2 


na . 


【2484】 Cr 2 + y ) 2 =“ 2 Cr 2 — /) : (1)绕 Or 轴； （2) 绕 Qy 
轴； （3) 绕直线 : y = x . 

提 示:转 换到极坐标. 

解 （1) 曲线的极坐标方程为 
r 2 = a 2 (2 cos 2 p — 1) ， 

= 2 • [fl:’(2cos 2 p - 1)] 号 sin^dp ， 

O J 0 


V T 


由于 


(2 cos 2 ^)— 1)2 sin — 沪 


秦 [[( V ^ cOv ，) 2 - lpcUy^ca’) 



(4cos 2 史 一 5) v/2cos 2 y 1 


+ 音 ln( > /^cos^+ y2cos 2 <p— 1) +C ， 

V r =~ -^(4008^-5) v/2cos 2 沪 

+ 音 ln(./^cos^+ %/2cos 2 f — 1 )] J 

= j 7 ra 3 [ y 21 n ( y 2 + l )-|], 

(2) 利用对称性知，所求体积为 




令 


sirup 


射。 Vc— ^ 

V cos 3 2<pcos<fd(p 

士 nx ， 
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则 


V cos2^> = 

且 0< X < 吾，于是 


)^< pd(p 



dr ， 


V y 


7 ^\l cosixdr 

# jL = 7 rV 

372 ^- 2 2 4 72 


(3) 利用对称性知，所求体积为 

1 山 :」 _ZL — J 


^y 3 -jv/cos 3 2<p ( jf OS( P~ ) 知 

赛 ^^ P co ^9 = 宇. 


【2484. 1】求由阿基米德半螺线 r = “〆 “ > 0;0 < tt ) 
所围的图形围绕极轴旋转形成的体积. 

解所求体积为 

V = r 3 sin^d^j = a^ 3 sin^d^ 

= ; ( — if ； cos^ + 3<p sirup — 6<pcos<p + 6sin^p) 


=^^(7 T 2 +6). 

【2484.2】 求由曲线史= 
转形成的体积. 

解所求体积为 


7 T 所围的图形_绕极轴旋 


射？ sin * = fJ:f sin * 


2丌 


( — ( pcos(p + siny ?) 


2丌 


【2485】求出图形围绕极轴旋转形成的 
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体积. 


解 


a 与 


在第一象限的相交点为 


( a ， fl ) 利用对称性知，所求体积为 

V，= % 匕 [(“ V2s\n2(py — ~\s\n(pd(p 


ina 


•p 

\/ sin2^j • sin 2 (pcosw — sin^) 

i-t 


为求上述积分，令 


h ~~ I \ 


I2 一 


+ I2 


si n2^sin > (pco^pdcp, 

sin 2^ cos ' ( pco ^ d < p , 

1 J (sin2^)^ cos2^cos<pdp 

: yCOS < p ( y >7 2< p ) 2 +音】1 • 

=-^- a ^( sin 2^>)^ 十 C 1 ， 


s\n2(p) cot^pdcp 


ot ^ d ^ 


= 72 — /cot^d^ 

J 1 十 tan ^ T T 

=-|-sin^ v / sm2^ + -|- In (sin^c 4 - cos^ — v^in2p) 

+ + L l n ( sin^ + cos^+ / sin2^ ) + arcsin( siivp — cos^)] 

I\ = 音 {+ sin f + y * n (sinf + cos^ - v/sin2y) J 

+ + [ In (siny + cos^ + v / sin2^) 

+ arcsin( sin^? — coscp) ]— -^cos<p(sin2(p)^ +C. 

\/sin2^sin 2 cpco?<pd(p = 音 + 盖丌， 

1 


而 
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§8. 旋转曲面面积的计算方法 



因此 




272 


§8. 旋转曲面面积的计算方法 

平滑曲线 AB 围绕^轴旋转形成的曲面面积等于 


P = 2n 


A 


y ! 


其中 d .、 •为弧的微分. 

求出下列曲线旋转形成的曲面面积 (2486 〜 2498). 
【2486 】 j = x ^(0<« r < “）； 围绕 Gr 轴. 


解山= VY + y^dx 
于是所求表面积为 



1+ ! f ， 


Pr 



9了 








•r 


1)-(警 ） d (:+ f ) 




! f •音 ( 


4ar 


)" 




2 a 





4ar 





- 2 + 隼 ) 


13 /13^_ 11^13^^^11 + 3/13 


27 


81 


243 


【2487 】 y = acosg (| :r |<6); 围绕 Or 轴. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 c 



/ n=y 


1+ ( - 


7 ra o . TZX 

Tb sm Yb 


办 V 462+aVsin2 I 


所以，所求面积为 


2丌 y y ，2 dr 

—h 

9 f A ^ 7 TX 1 

2 lz i - h aCOS 2 b ' 2 b \ 


cos i W 462 "^ 27 ^ 2 !^ 


[j 似 • sin If +V 4A2+flVsin2 lf 

+ +ln jiasin H + 」 \b 2 + TrVsin 2 || | ] 

=la y^ +~4V + g^ln 亚- 十 + 4 ^!. 

7 T 乙 b 

124881 ： y = taar (0< T<f ); 围绕 &轴. 


yr 


1 + sec 4 x 


cos 1 J + f 
cos ^ 


所求面积为 


P r = 2 J%aar > 1 dr 

Jo COS^X 

= 7C[: Aos\r+ 】 d ( 去 ) 

= 丌 ~ — l n ^cos 2 T+ ycos 4 X + 

- COS 3 l 

= (私 - w+ln 应 i 1 - )^」) ]). 


■ 

T ) 


0 


【2489 】 ^ = 2 px (0< i < a ) ; (1) 绕 Qr 轴; (2) 绕 (^y 轴. 


解 


⑴ vT +7 F = V 1 + (^) 2 


P + 2 x 
y /2 x 


于是所求面积为 
— 456 — 


. 旋转曲面面积的计算方法 


第四章定积分 


Ps 


/> + 2 j 
\/2 x 


dr 


2 丌 y/2px 

0 


丌 • \ ip J r 2 x )^ 

6 o 

夸 [(2 •To + P) \/2pX 0 + p 2 — p 1 ] 


(2) yi +^2 =^ L ± yL 9 

且由对称性知，所求面积为 

P y = 47r[^~\/l + x r \dy 


J [ 气 M) /^T7-^\niy^ y/T7)]| 

予 [(p + 4: 。） y2xo(/) + 2j 0 ) 




一 p 2 \n 


\/ 2x 0 Vp-\- 2x 0 


【 2490 】 


4+^ = 1 (0<6< fl );( l ) 绕 Qr 轴; (2) 绕 Qy 轴. 


解 （1)/ 


P x = 2tt 


x 

a 2 y 


，所求面积为 


i +7 


hL y V i+ ( _ Sf) 2dr 


2 丌 


丄 r* 

27tJ -a 


^S) 


dr 


l)x 2 dr 


2 丌 


— s/a 1 — c 2 j 2 dr 

U J —a 
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2n W —e 2 x 2 + ^arcsin j 

2iz • v^a 2 ~e 2 a 2 + ^-arcsine j 
2n /?(/> + —arcsine j , 


其中 


n 


是椭圆之离心率. 


(2) x/r 


a 2 -b 2 


所求面积为 


= fV 62+ ^ y, 

2k fL J b 2+c ^y 2d y 

u f[fJ b2+ ¥ y2+ 2'Ajy + J l,l+ v yi ). 


2 抑 4 隱 

2 ^[a + | ln (^)]. 


1 

c 

C J 

i 


【2491】： 1 * 2 + (}_« 2 = a 2 (6> a ); 绕 Or 轴 
解将圆分成两个单值分支 

y = b+ Va 2 — x 2 及 y = b— Va 2 —x 2 9 

于是所求表面积为 

Px = 27 t (6+ V a 2 — x 2 ) — "dr 

va" — x" 


+ 2tt 


Ca 

inah 

% 一 


y / a 2 — X 2 ) 




4 丌 2 a 6 


【2492】 d +/ = j ; 绕 Or 轴. 
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§8 •旋转曲面面积的计算方法 第四章定积分 




解 , vT +7 


所求表面积为 


Pj = 2 • 27 T 




dr 


I2iza^ , 1 4 l u _ 127ca ; 


(a 


= 

0 


【2493】 y = ach - ( | a : |< 6); (1) 绕 Qr 轴； （2) 绕 

a 

(>y 轴. 

解 （1) 所求表面积为 


P t = 2 tt 


2iza 


户 f + kS h 2 

ch z —dr = 2naj ^ 1 + ch — ^ 


a 


b 


丌 a (26 +ash ~Y 


⑵注意到々泛呤=心有 


从而有 


Vl +J ： I = \/1 + y 2 x dr 

P y = 2n\ a x \/l + oc\ djy 


2 兀 ] x vT+yldr = 2ttJ jch ^-dr 
2 兀 (arsh f ch f ) 


2iza ^ bsh ^ — ach f + a ) 


b 


【刻 雜轴. 


解 x=T 


Va 2 - v 2 
y 


d5 = v 1 + x 3, d.y = — dj; 
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所以 


Ps 

【2495】 


2t^ ^yds 


47 rJ y • —dy = Ana 2 . 


a(j — sin /) ,y = a (\ — cost ) (0 ^ ^ 2tt); 


(1) 绕 Or 轴； （2) 绕 Qy 轴； （3) 绕直线 : y = 2 fl . 
解 d.s = \ Jx z t + y ] dt = 2 a sin -^- d / 


于是所求表面积为 


(1) Pr 


f2it 

27cJ a( 1 — 


cos /) • 2 asin —dt 


16 to 2 sin'wdw = 

o 6 


(2) P y = 27 tJ a (/ — sin /)2 asin 


47 ra | (/ —— sin/)sin ~- d / = 167 t 2 a 2 ; 


(3) 作平移 


则 ： y =— 

则所求表面积为 


OC = T,y = y -\-2 a , 
y =— a(l + cos /)， 


P , 


2 ； rJ 。 I 3? ： d5 


4 


a ( 1 + cos /)2 asin -^- d / 


32 


丌 a ' 


[24961 x = a cos 3 t 9 y = 
解 ds = y / x ，2 t + y 2 t d / 

13 a sin / cos/d “ 


in 3 /; 绕直线 ：y 


当 


— 3 asin / cos / d /* 当号 ^ ^ 


利用对称性，并作旋转.得所求表面积为 


2 • 2n 


•号 y — x 

.h 72 


TJTTfdt 


4 

h J 2 


TTTTfdt 
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• 旋转曲面面积的计算方法 第四章定积分 


72 U-? 

r^I 

- 


(asin 3 t — acos 3 1 ) 3asin/cos/d/ 


(asin 3 / — a cos ^ /) 3^ si n/ cos/d/ 


雙[0 +如 0 叫 


【2497】 


- ( X co 叫 I ; 

1 ^ 2(4 7 ^— 1 ). 

r = ad + cos^); 绕 极轴 . 


解 d.v = y/r 2 + r\dcp = 2acos f 却 

y = rs\n<p = a( 1 + cos^>)sin^ = 4acos 、 号 sin | 


因此，所求表面积为 


2 t ：「 

0 


8a L ； cos* 


fsinfd 


32 


na . 


124981 r 2 =a 2 cos2y ； (l) 绕 极轴 ; （ 2 ) 绕轴 ^= 吾；（ 3 ) 绕 


轴 = 寻 . 


解 (1)^ 


= r • 


sin^ = a \/cos2^3 • sincp 


? • ? 

crsin y 


r 2 + 〆; 


— —— H r . 
cos2^> 


所求表面积为 


2 • 2 兀 | 4 a'sin^d^ = 2na 2 (2 — >/2). 


(2) x 


r • 


cos^ = a Vcos2<p • cosp ， 因此所求表面积为 


2tt a'cos^xl^ = 2na 2 V2. 
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米多维奇数学分析习题全解(三） 


(3)x = a v cos2^ cos 史， 3 ； = a v cos2^sin^ 

由对称性，并注意到当 一 f 时1一）>0,因此，所 


求表面积为 




4 》 f 4 (cosy; — siiKp) dcp 

v 2 ^ 

^-(sin^ + cos^p) ' = 4 丌 a 2 . 

v 2 -4 


【2499】由抛物线 g = a 2 -^ 与轴 Or 所围的图形围绕 Or 
轴旋转形成旋转体.求旋转体的曲面积与等体积球表面积的比值. 
解旋转体的表面积为 


Pr 



y /T+y^dx 




1 + 




0—7 


87 r f 0 一 M / 2 士 

_ 85 ^( 2 ^+^) r-—T 


^gln(x+^7+^)] 

- [7 y 5 + yln(2+75)]. 


倒数第二个等号用到了 1820题的结果旋转体的体积为 


V , 


Of ) 


lo 
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. 旋转曲面面积的计算方法 第四章定积分 



【2500】由抛物线 y = 2 AT 与直线 I = f 所闱成的图形绕 

直线^ = />旋转，求旋转体的体积和面积. 

解旋转体的体积为 

V y ^ p = f 7r(p+ V2px) 2 Ajc — [ tt(P— y/2px)~djr 

Jo J 0 

= 47Tp • y/2p -JxAjC = 

Jo o 



2500 题图 
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下面求旋转体的表面积. 

首先，旋转体的侧面积 为:注 意到在/! 4上 dS 相同， 
S_ = 2 tz( p + V2px )dS — ^ 27r( p — V2px )dS 





= 27c/> 2 [v^+ln(l+ 万 )] 

Sfg = n(2p) 2 = \tzP 2 

故所求表面积为 

P = St, + = 2 ； rp 2 [2 + 72 + ln( 1 + 72)]. 


§9. 矩计算法重心坐标 


1 . 矩若在 ()* r ; y 平面上，密度为0 = 〆 ^)的质 MM 充满了 
某有界连续统 fK 线，平面域），而⑴= oX ： y ) 是连续统 n 中纵坐标 
不超过: V 那一部分的相应测度（圆弧长度、面积），则下数 

n 

M k = lim ^]p(yi)yi^aj(yi) 
max 从 1-^0 i= \ 

= py k dw ( yi ) (々 = 0，1，2 …）， 
n 

(其中△: y , = y t — yt-i R ^ co ( yi ) = co ( y ,) — co ( yi -\)) 
称为质 MM 对于 Or 轴的々次矩 • 

作为特殊情况，当々= 0时，得出质量 M ， 当々= 1 时为静力 
矩，而当 A = 2时为转动惯量. 

同样，可以定义质量对坐标平面的矩. 

若户=1 ，则相应的矩被称为几何矩（线矩、面积矩、体积 
矩等) • 

2 . 重心面积为 S 的均匀平面图形的重心坐标 Cr 。，％) 按 
照下式 定义： 
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• 矩计算法重心坐标:第四章定积分 


M [ y) 

了， 




其中为图形对于 Qy 和 Oo ■轴的几何静力矩. 

【2501】求半径《的半圆弧对于过该弧两个端点的直径的 
静力矩和转动 惯量. 

解取此直径所在的直线为 Qr 轴，圆心作为原点建立直角 
坐标系，则圆的方程为 p+y = a 2 , 从而 

y = y / a 2 — x 2 

& = yi+y 2 = -^==dr ， 


Va 2 -x 2 

p=l (以后如无说明均取 1) 

于是所求的静力矩及转动惯量为 




M 2 


「•一 
J~a V 

[ ( a 2 — j * 2 ) •— 

V ( 

y / a 2 — x 2 dr 


_M_ 

y/a 2 —X 2 


dr 


dr 


a 2 — x 2 + ^~arcsin f 」丁 


12501. 1] 求抛物线弧对着直线 x = 4 的静 力矩: 


2 px (0<« r <|). 


解 ds 


1 -\- x\dy 



d：y 


由对称性知所求静力矩及 


M , 


fp 


dy ^ 


利用 1820 题及 1876 题结果有 


M 2 


P 2 + y 2 dy - ^ 2 ^ Vp 2 -\~ y 2 dy 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 



+ 步 y( ^ 2y2 ^ p ) ^ P 2 +y 2 — 奮 in (: y+ ^ P 2 +/)] ( /， 


= ^[>/2 + 5ln(l+y2)]. 

【2502】 求底为 b 、 高为 h 的均匀三角形薄板对于底边(户= 
1) 的静力矩和转动惯量 • 

解取如图2502题图所示的坐标系 



2502 题图 


直线6的方程为 


直线/ 2 的方程为 

x 2 = b + c ~^y- 

所求静力矩为 

H = J y ( x 2 — Xi)dy 

=\ h 0 y { h ~- h y ) d y == t T ' 

所求转动惯 M 为 

M 2 = y 2 (x 2 -J：\)dy = Ci y 2 ( h ~Y y )^y = %"• 

[2502. 1] 求由曲线 cz：y = 2 ar — i 2 ( a >0) 及: y = 0 限制的 
拋物线段对于 Qy 和 Or 轴的转动惯量. 
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'■ 矩计算法重心坐标 I :第四章定积分 

冋转半径 G 和 r _ v ，亦即由比率 L ， J v = Sr 〖. 确定的值是 

多少？ 

式中 S 为线段面积. 

解 d.v = yi + jy ，2 cLr = 小 l ) 2 cLr ， 

y = 士 [1 - (J* - l) 2 ], 

所以 l x = m j, = y 2 ds 

t 

=J 。 》 L1 - - 1 ) 2 ]:’ 」 \ +-\(x— l) 2 dr. 

【2503】求半轴为“和 6 的均匀椭圆形薄板对于其主轴4 = 
1) 的转动惯 M ：. 

解不妨设椭圆的方程为 

f + Z = 1， 

a 2 ^ b 2 丄， 

则上、下半椭岡的方程为 



于是所求转动惯量为 


Ml r) = [ y : (j ：2 —a*i )d.y = 2 —y 1 Vb 2 — y 2 

J 一 A J Vi Cl 



[ -- Vb 2 — v L> dv (^ V = bsint ) 
Job 


0 si — = 亨. 

由对称性，半 M , U ) 中 a 、6 的位置对调.即得 



【2504】求底半径为 r 高为 h 的均匀圆锥对于该圆锥底平面 
( p = D 的静力矩和转动惯量. 

解取如2504题图所示的坐标系，则 



Mi = J :r • P(x)drf 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 



2504题图 

其中 PU ) 是过 I 点且垂直于轴截圆锥所得截面的面积即 

P ( jr ) = ny 2 = n -^(h — x ) ， 

所求静力矩及转动惯量分别为 

M ' = 1 v\ h 0 x(h ~ x)2<b: = E ir' 

M 2 = [ x 2 P ( x)dx = ^jy x 2 (h — x) 2 (Lr = C -• 

Jo Jo 30 

【2504.1】 求半径为 R 、 质量为 M 的均匀球对于其直径的转 

动惯量. 

解建立如 2504. 1题所示的坐标系，过 (0，： y ) 点且垂直于 
Oy 轴截球体所得的截面面积为 



P(y) = n(R 2 -\ y | 2 )= Tz(R 2 -y 2 ) 

因此球体对面的转动惯量为 

M 2 n) = ^>y 2 P{y)Az = 27rpJ 。： /(I? 2 — y^)dy = 盖 7 
由对称性可知球体对 A 面的转动惯量为 
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• 矩计算法重心坐标 第四章定积分 


因此球体对 Qr 轴的转动惯量为 


Mf +Mf 



nfR 


其中<° = 遌 


M 

4 兀尺 3 


，因此 


M ( 2 


MR 2 . 


注: 本题可参见本习题集第六册关于“三重积分在力学上的 
应用”中相关内容. 

【2505】证明古尔金第一定 理:平 面内弧 C 绕位于同一平面 
的不与它相交的轴线旋转形成的旋转面面积等于这个弧的长度 
乘以该弧 C 重心所両出 的圆周 长度的乘积. 

证由物理可知，重心($， 7 )具有这样的性质，如将曲线的全 
部“质 tt ” 都集中到重心，则此质量对于任何一轴的静力矩，都与 
曲线对此轴的静力矩相同，即 


xdsi 


M , 


•5 

yds , 

0 


其中•表示弧长.于是 


2,T：rj 


( I 

5 

2n yds, 

0 


上式后端是弧 C 绕 Or 轴旋而成的旋转曲面的面积.左边 2 tt V 是 C 
绕轴旋转时其重心所划出的圆周的长度.从而定理得证. 

【2506】证明古尔金第二定 理:平 面图形 S 绕位于图形平面 
的不与它相交的轴线旋转形成的体积等于平面图形面积 S 与该 
图形重心所画出的圆周长度的乘积. 

证由重心(匕的物理意义有 

^ . S = M x = - ) 2 dr, 

乙 J a 
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米多维奇数学分析习题全解(三) 


所以 


2 toj • S = n 

• i 


jy 2 d.s- 


上式右端即为旋转体的体积.从而定理得证. 

【2507】确定下列圆弧重心的 坐标： 

x = acos < p 9 y = asinp (I f K a < 丌 ). 

证设重心为 ( S, 7 ) 显然彳= 0又圆弧长为 

.V = 2aa j ds = \/ oc\ -\- y\d(p = adcp, 

又 M y = j*d.s = a cos < pd(p = 2a 2 sina ^ 

Jo —Q 


所以 


la 


2ua 


_，即重心为 (—0). 


【2508】确定由下列拋物线所围的区域重心的 坐标: 

ax = y 2 9 ay = x 2 (a > 0). 

解利用古尔金第二定理求解由 2397题知，面积为 




绕 Qr 轴旋转而成的旋转体的体积为 




丁•是有 2TZ7J 

所以 rj = 
利用对称性知 


3 丌 a 3 

IF， 


9u 

元， 


9a 

20^ 


即所求重心为(詰，龍). 


【2509】确定区域重心的 坐标: 


9 O 




解第一象限椭圆的面积为 


nab ， 
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• 矩计算法重心坐标 第四章定积分 


而此面积旋 Qr 轴旋转而成的旋转体的体积为 


ydr 


兀 JV 〜 


x J )±r 




根据古尔金第二定理有 

2巧.竽= >2, 


所以 


\b 
3丌， 


同样可得 S 即所求重心为 ( g ， 詰 


【2510】确定半径为 a 的均质半球的重心. 

解取球心为原点，建立如2510题图所示的坐标系 



2510题图 

即半球面的方程为 

x 2 + y + 2： 2 = a 1 z^-0 
设重心为($、7、幻显然$ = 7 = 0. 

设 v 半球=¥，将半圆 〆 （之彡0)，绕 a 轴 

旋转即得半球，而过点 ( o , o ， r ) 且垂直于 Q 轴的平面截球体所得 
截面为圆，其面积 

P(z) = Ky 2 = n(a 2 — z 2 ) ， 

所以 Mi c) — \ zP(z)dz = tz\ y(a 2 — 7r)dz = 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( 




Mj :) 



3 a 


2 to 3 


于是，所求重心为 (0,0, 智 ). 

【 2511 】确定对数螺线 r = ae^(m > 0) 从 0( — oo,0 ) 点到 
P(cp,r) 点的弧 OP 的重心 ， r Q ) 坐标 . 当 P 点移动时 C 点画出 
什么样的曲线？ 

解重心的直角坐标为 


xds rcos^j \/a 2 ( \ m 2 )e rnF dcp 


xd.v 9 ya 2 (l +7w 2 ) e — 却 


fp 

a e 2inf cos(pA(p 

—oo 


•夕 

e ,np 6xp 


tm e— ( sin<p+ 2 爪 cos<p) 
4m 2 + 1 


同样可得 


\ t yds 


e ,nf (2msiny- 
\m 2 + 1 


于是重心的极坐标为 


'jcl + yl 


rm 


4m 2 + 1 


4m 2 + 1 


W + l 


tan^o 


yo 

工 o 


2mtan(p — 1 
tanp + 2m 


tan^> 


2m 




即 9>j 


a ， 其中 a = arctan 


2m. 
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. 矩计算法重心坐标 


第四章定积分 


当 P 点移动时, C(p，r。） 画出的曲线为 


4 爪 2 + 1 


4m 2 + 1 


=— 了 nKi , p w ( yp + o ) ， 

\/ \nv + 1 

这也是一条对数螺线. 

【2512】确定由曲线 r = “（l+cosp) 所围的区域重心的 
坐标 • 

解 其面积微元 dS = : ydr ,设其重心为 (*r。 ,> ) ，由对称性 
知: yo = 0，而 

• m 

:rdS xydx 

Xo = J - f — = J 7 —— 
dS ydz 


0 


( 1 + cos < p ) sin^cos^ [— sin^( 1 + 2cos^) 

n 

«‘’（ 1 + cos 史 ) sin 史 [—sin^(l + 2cos^) ]d^ 


5 a 


于是所求重心为极坐 标为外 =0， r 。 =_• 

【2513】确定由摆线 

x = a(t — sin ，） ， y = a(l — cost ) , (0 < / < 2丌） ， 

的第一拱与 Or 轴所围区域的重心的坐标. 

解 由对称性知^。= ；m. 由2413题的结果知面积 
S = 3na 2 

再由2480题知 S 绕 Cb: 轴旋转而成的旋转体的体积为 
V , = 5 t ：V 

根据古尔金第二定理 (2506 题）有 
2tq ； oS = V x 

所以 ％ = 2 n ^ fiza 2 = 警 ，因此，所求重心为 ( TO ，f )• 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三: 


【2514】确定面积- 

0 ^ j* ^ a ； y 1 ^2px 

绕 Qr 轴旋转形成的旋转体的重心的坐标. 
解设重心坐标为(: To，％)， 

由对称性知 > =0， 


xdz; xi^y 1 dr 


dv 


， 2 dr 


2px 2 dr 

_ 

U 2 px±r 
• 0 


2a 


因此，所求重心为(音 a，0). 


【2515】确定半球重心的 坐标： 

• r 2 + y + z 2 = a 2 ( z ^ O ). 

解设重心为 Cro, ^),由对称性知 

jto = yo = 0, 

将半球看成由四分之一圆 (/ +2： 2 =CT’，2>0，X >0) 绕 Cfe 轴旋 
转而成的旋转体，所以 


z2lZJ ： y/l 


Idz 


2 kt 


idz 


J>.2..vTO.-^d 


2 丌 Va 2 — z z 


Va 2 - z zt 


2iza zdz 


2^a dz 


因此，所求重心为 (0,0,4). 
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§10. 力学和物理学的问题 第四章定积分 


§10. 力学和物理学的问题 

写出适当的积分和并找出它们的极限，解下列 问题： 

【2516】杆件长/ = 10 m ， 若杆件的线性密度按照规律5 = 6 
+ 0. 3 ikg / ni 变化（这里 o •为离杆件一端的距离），求出杆件的 
质量 • 

解 将该轴〃等分，每份长 Ar = P 将每小段近似地看成均 

质的，并以右端点的密度作为小段的密度，这样就得到该 轴质量 
M 的近似值 • BP 

2 (6 +°- 3 ><— > — ^ 

TT \ n 7 i 

当 w 愈大，近似值愈接近 M ， 对积分和取极限，则得该轴的质量 M ， 
即 

M = lim 2( 6 + 0 - 3x —)- 

= lim 「60 + 驾(1 + 2 +…+ ”厂 

L Ti m 

=lim [~6 Q+ 15( - + - lr 
= 75( 千克). 

【2517】把质量为 m 的物体从地球表面(其半径为 K ) 升高 
到 A 高度，需要耗费多少功?若将物体抛至无穷远，则这个功等于 
什么？ 

解 由牛顿万有引力定律 

其中 M 为地球的质量， r 为物体离开地球中心的距离为比例常 
数，将 A 分成〃等份•在每份上把万有引力近似地看成不变，在第/ 
份上，取 

W [ 含 ( — l)+/? ][» 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


则引力为 

f t = k __ 

1 [含 a —i)+K] 「 $+i? 

则得功 w 的近似值为 




bnM 


'A 


(/- 1 ) + 


i?irA 

Jin 


+ R 


h 

n 


于是所得功为 


n 

W = lim ^ 


bnM 


In Jin J 


h 

n 


=\un kmMn ± - ] 


krnMh — R 镰 h 

RiRTh) — m RTh' 


其中 g 为重力加速度 4 f 为引力常数 • 


若物移到无穷远处，则功 




= lim W = lim fpn 

A-^+oo A-^+oc 


R • h 

ir+h 


= gmR . 


【2518】若 1 公斤力能拉伸弹簧〗厘米，要将弹簧拉伸10厘 
米，需要耗费多少功？ 

提示:利用胡克定律. 

解由胡克定律知弹簧恢复力 F 与伸长量 x 成正比 ， BP 

F = kx. 

由题中条件知 A = 1,现将10厘米〃等分，在每份是恢复力的大小 
近似地看作不变，并取右端点的力为该小段的力，得功 W 的近似 
值为 




wm 

s 


10 . 
一 I 
n 


10 

n 
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10. 力学和物理学的问题 第四章 |:定积分 


令 n 


OO 


，取极限则得所要求的功 


W% 

W = lim 2 


10 . 10 


lim 100 X? K^±1) 


= 50( 千克厘米). 

【2519】直径为 20 厘米，长为 80 厘米的圆筒充满压强为 10 
公斤力/厘米 2 的蒸汽.假设蒸汽温度不变，要使蒸汽体积减少 { ， 
需要耗费多少功？ 

解由玻义耳一马略特定律有 PV = C ， 其中 P 是气体的压 
强， V 表示气体的体积 ，(： 为常量. 

由已知条件可得常量为 

C = PoVo = 10X (ttX (y) 2 X8o) 

= 80000tt (千克厘米） = 800tt (千克米). 

设初始时气体体积为 V 。，特区间分成几个小区间，分点 

依次为 


其中 


专，> = v 。， 

q = 7^ =万.由于气体体积从减小至须要 


Vo 


代费功近似值为 




Vo 


于是所要求的功为 


limS[c(^g*) ](^- 

lim cn (-72 — 1 ) = Cln 2 * 




= 800 tt • ln 2 % 1740( 千克米). 

(* ) 利用 541 题的结果. 

【2520】确定具有半径为 a 其直径位于水面上的半圆形垂 
直壁上的水压力. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) _ 

解半圆形垂直壁形状如图所示，由于对称性，只要计算出 
作用于四分之一圆上的压力，然后乘以两倍即可. 



将四分之一岡等分成 几个圆 心角为 M 的小扇形，作用于该小 
扇形上的压力的近似值为 

• 音“. , 

其中 N )= = 于是作用在半圆上的压力 

p = 2 -fc§ i a 2 *l asin i # ^ 

2 3 r • /丌 7T 2 3 

= T fl }^i^Yn 9 2n = ^ a "• 

* 利用 2187 题的结果. 

【2521】若下底沉没于水下 r = 20 m ， 求具有下底“ = 10 m ， 
上底6 = 6 m ， 高 A = 5 m 的梯形垂直壁 J ： 的水压力. 

解建立坐标系如图所示.其中 AB 所满足的方程为 

^ = 4 ,- 6 , 

0 

将区间[15,20> 等分•每份长仏=1，对应于 Ar 的小条上所受 

n 

的压力的近似值为 

[音 ( OK )!， 

于是，所要求的压力为 
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• 力学和物理学的问题 第四章定积分 



2521题图 


把[音 «)- 6 ]( 15 + 


= 708 j (吨） 

* 与2185题和2518题的作法类似 • 

作出微分方程式，解决下列问题 (2522 〜 2530). 

【2522】点的速度按照 p = ia ,+ o / 规律变化•问在 [0， T ] 时 
段内该点跑出多少路程？ 

解设路程为 S , 由速度的定义有 

索= V = % + £// ， 

即在 d/ 时间内经历的路程为 
d.v = (v 0 +o/)d /， 

于是所要求的路程 


(vo +o/)d/ = v 0 T 4-*|-aT 2 . 


【2523】半径为 R 、 密度为 d 的均质球绕其直径以角速度 
旋转，求此球的动能. 

解已知半径为 R ， 质量为 M 的圆盘绕垂直盘心的轴心转动 
惯量为 + MR 2 . 将本题中的均质球体看作是一系列厚度为 ck 垂直 
于: r 轴的圆盘组成均质球体的球面方程为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) _ 

x 2 +y 2 +z 2 =R\ 

因此圆盘的转动惯量为 

= jlSn(R 2 -Z 2 )dz^ (R 2 -^) 

= ^-8^ R 2 - r ) 2 dz , 

整个球体的转动惯量为 

Jz = [ 'TrzSiR 2 — z 2 ) 2 dz = ^7 T 祝， 

J -R L lo 

于是球的转动动能为 

E = ^Jco 2 = 吾丌択 5 ⑷ 2 

【2524】具有不变的线性密度 ^ 的无限长自然直线以多大 
的力吸引离此直线的距离为 a 、 质量为 m 的质点？ 

解建立坐标如图所示，其中 I AO | = a ，由万有引力公式可 
知引力在坐标轴上一投影为 &, F y ，由于 



dF y 


mu 0 Ax 


ktnnjCL 


U + x 2 ) 


1 


dr 


其中 K 为引力 常数. 
于是 

F y =— 2kmfi 0 a 


— 2kmfi u a 


dr 


0 (a 2 +j 2 )2 


x 


a 2 Va 2 +x 2 


2km a 
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§10 •力学和物理学的问题 第四章 定积分 


由对称性可知， 

F x = 0, 

若计算，可得同样结果 

p = 「 kmfi 0 si?up 
"-J-cc (a 2 +o: 2 ) 


dr = km / jL 、 


— DO 


U 2 +X 2 )2 


dr = 0 


由上述分析可知，引力指向: y 轴的负向. 

【2525】计算半径为^恒定表面密度为&的圆形薄板以怎 
样的力吸引质量为 m 的质点 P ， 该质点位于通过薄板中心 Q ， 并与 
其平面垂直的垂线上，最短距离 PQ 等于 6. 

解建立坐标如图所示,对于以 I 为半径的圆环，其质量为 
dm = ^>27 wdr ， 对质点尸的引力在义轴上的投影为 



dF v 


km 8 p Ain 
( b 2 + x 2 ) 


2525 题图 


cosd — 2hn8on 


hr 


(6 2 +x 2 ) 2 


dr ， 


其中 々为引 力常数 • 
于是 

F y = 2 kmS { 


hoc 


2 kni 8 o 兀 f 1 — 


b 


Vtr+a 2 


} (.(f+orVAx 
由对称性可知 ， F T =0,所以引力指向: y 轴正向. 

【2526】根据托里拆利定律，液体从器皿中流出的速度等于 


v = c (其中 g 为重力加速度4为液体表面距离孔口的高 
度 ， c = 0.6 为经验系数 .） 

直径 D = lm 且高度 H = 2 m 的立式圆筒，液体充满后从其底 
上通过直径为^ = lcm 的圆孔流出，需要多长时间能流空？ 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三） 

解建立坐标如图所示.在 d / 时间内，从圆孔内流出的液体 
体积为 ' 



2526题图 

dv = vdt *5 = 0. 15^ V 2 gxd ( • 

而桶内液体体积的减少量为 

dv =— 丌 (50) 2 dr ， . 

其中1随时间/的增大而减小.由于流出的量与桶内减少 的量相 
等，于是有 

0. 15 tt V 2 gxdt =—7 r (50) J dr ， 

两边积分，得 

p , = _ f r 2500 dr 

Jo J200 Os 

即 t =—33333 v /200) ，其中 g = 980 厘米 / 秒 2 . 

当 .r = 0 时 d 表示水流完所需的时间，因此有 

33 f 3 = 10648( 秒）〜 3小时. 

V2 X 980 

【2527】作为旋转体的容器应该是什么形状，才能使液体出 
流时，液体表面是均匀下降的？ 
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10. 力学和物理学的问题 第四章定积分 


解建立坐标如图所示，设流出孔的半径为单位厘米.与上 
题类似，流出的量与容器内液体体积的减少量相等，有 



丌 ？’ dj = 

即 dy =— 

度.由题意知 

办=一 

应等于常数 I 即 


2527题图 

- nvdt =— 7rC \/2^yd /， 

• # d /， 其中 r 为实验系数 4 为重力加速 


4#， 


心 § 


于是 ^ = 其中 C 为常数•所以容器应当是把曲线3,= 

Cr * 绕铅 直轴吵 旋转而得的曲面所构成的. 

【2528】镭在每个时段的分解速度与其现存 M 成 正比. 若在 
开始时刻/ = 0时有镭 Q , 克，而经过7= 1600年后，镭的数 ■ 减 
少一半，求镭的分解规律. 

解设 Q 为镭现存的量•由题意冇 

^ = kQ , 


其中々为比例系数，分离变量，有 

f ^， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三 ）教 


两边积分 


T dQ 
• Oo Q 


「1600 

々 d /， 

Jo 


可得 


于是 


解之 


ln 2 

1600 , 


' Q dQ 

' q , Q 

i Q 

ln a = 


l60oll d/ 


1600 


ln 2 = ln 2 _ , 


所以，镭的分解规律为 

Q = Qo - 2 - 忐 . 

【2529】 对于二阶化学反应过程的情况，物质 A 变成物质 B 
的化学反应速度与这两种物质的浓度乘积成正比.若当/ = 0分钟 
时，器皿中有20%物质 B ， 而当/ = 15分钟变成80%，求经过/ = 
1小时后器皿中物质 B 的百分比是多少？ 

解设 X 为生成物 B 的浓度，由题意有 




kr(l —x) t 


其中 々为比 例系数.分离变量有 


dr 

x (\ — x ) 


々 d /， 


两边积分 




所以 


lnl 6. 于是 


•x 

0 . 


dr 

x(l-x) 


kdt 


V 5 [n 


•将 


60 秒代人上式，得 


所以经过 
— 484 


1^4 = 99 . 99% ， 

1小时，在容器中所含有物质 B 的百分比为 99. 99%, 




• 定积分的近似计算方法@第四章:定积分 

【2530】根据胡克定律•杆件的相对伸长率 e 与在相应横断 

面上的应力^成正比，亦即 e = #，这里£：为杨氏模量. 

若一锥形重杆件的底半径为 K 、 圆锥高为 H 和比重为 y ， 锥底 
固定，锥尖向下，求该杆件的伸长. 

解建立坐标如图所示，在 z A 截面处对于高度为 d / ? 的锥 

体伸长量为 d /， 则有 e = $. 该处的压力为 





§11 . 定积分的近似计算方法 


1. 矩形公式若函数= ^( x ) 在有穷区间 [ a ，6] 是连续的 
且可微分足够次数，且 A = -~ ~^JCi = a + ih(i = 0，1，…，7?)，乂 

71 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


〆 ：,)，则 y ( x)dz = h ( y 0 yi + … +〜） +尺„， 


其中 K 


(b — a、h 




2. 梯形公式用同样的记 号有: 


y ( x)dr = ’ 言 + yi + y ?-\ - yn -\ )+ 尺"， 


其中 R „ 


U) — aW 




3. 抛物线公式(辛普森公式）假定〃 = 2々，得 

•6 h 

y(,x)dj ： = — [(> +yzk) + 4 (^, +% + …+ 力卜 1 ) 


a 


+ 2( 夕2 +3^4 H - (■ J 2 H )] + 尺”， 

其中 R " =- — ~|8^ - />< / (1> (Oia < ^ < b ). 

以 T 2531题至2545题是利用矩形公式，梯形公式及抛物线 
公式，求定积分的近值.我们这里略去洋细解答，有兴趣的读者可 
利用计算机进行近似计算. 

【2531】运用矩形公式=12)，近似计算 j % S irudr . 并把 

结果与精确答案比较. 

解按矩形公式，得 

J ， xsiardr ^ 晉 (> + + 3^2 +% +% + ys + ye 


其中 R „ 


广 》（#’)(“<#’</，)• 


y ? + ys + y 9 + y\o + y \ 
6.1390, 


实际上 


•2»r 

jsiarcLr 

o 


JXOS 


M ： 


cosxdr 6. 2832. 


利用梯形公式计算下列积分并评估它们的误差 （2532 


2534). 


【2532】 

% 


dr 

1 +, 


解按梯形公式得 



• 定积分的近似计算方法 第四章定积分 


dr 


h ( 


yo + y& 


5>,) 


0.125(0. 75 + 4. 8029) ^ 0. 69412, 


误差为 


I 尺 ， I 


12 X8 2 (l+>) 3 


(0<^< 1). 


于是， 


实际上 


I Rn <0. 0027 = 2. 7 X 10_ 3 


^ = ln(l + j-) ^ = ln2 ^ 0. 69315. 


125331 £ rfe (n=l2) - 


— Jol +: 2 ' 
解由梯形公式得 


•1 

. 0 I 


dr 

1+ x 3 


h i 


yo +^ l2 




0. 08333(0. 75 + 9. 27258) ^ 0. 83518, 


误差为 


I Rn I 


1 126 1 -6g 

12X 12 2 • (1+f) 3 


(0<$< 1)， 


利用求极值的方法，估计得 j I 在[0，1]上不超过 2 


于是， 


I R, 1< 12 -^- 12 2<0 - 00116 = 1. 16X10- 3 , 


实际上， 




Cr+1) 2 ■ 1 

2 -^ + i 73 


+ ~^arctan& 1 ^'| ① 

73 乃」 


音 ln2+ f 5 . 


①利用 1881 题的结果 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(三) 


【2534】 | 


-a 


V 


1- rsin 2 xcLr (n = 6). 


解按梯形公式，得 


2 

0 



1 - + sin 2 j：dr 々 h ^ - 1 ) 


0. 2618(0. 9330 + 4. 6722) 


^ 1. 4674, 


误差为 


\Rn 1 = 


ill 

12X6 


2 I /⑸丨， 


y | 


其中 7=^/1- 十如 2 1，0<芒<号.利用兮<><1及/ = 1- 

依次求导得 | / .于是， 


I Rn 1< 


^ < 2. 59 X 10 


8 X 12 X 6 2 

利用辛普森公式计算积分 (2135 〜 2539). 


【2535】 


Jxdj ： (n = 4). 


解按辛普森公式，得 


， 9 一 h 


/rcLr &了 [(: y 。 +% ) +4()1 +%) + 2 y 2 ] 

= I "[4 + 4(1. 732 + 2. 646) + 2(2. 236)] 
^ 17. 323. 


实际上， 


v^dx 


3 


x 


52 


^ 17. 333, 


_ 

【2536】 \/3 + cosordr (n = 6). 

Jo 

解按辛普森公式，得 


\/3 + cosxdr 
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. 定积分的近似计算方法 


第四章定积分 


义 ^[(2 + 1.414)+ 4( 1.966+ 1.732+ 1.461) 

+ 2(1.871 + 1. 581)] 

^ 5. 4025. 

【 2537】 7 —dr (” = 10). 

Jo X 

解按辛普森公式，得 

Jo X 

^ 音 [(«yo +«yi。) +4(% +y 3 +^5 +yi + 力 ) 

+ 2( jy 2 +yj + ^6 + )] 

=^[(1 +0. 63662) +4(0. 99589 + 0. 96340 


+ 0. 90032 + 0. 81033+0. 69865) 

+ 2(0. 98363 + 0. 93549 + 0. 85839 + 0. 75683)] 
^ 1. 37076. 

【2538】” : 土 、 U = 6). 

Jo ln(l 

解 按辛普森公式，得 
M xdr 
• o ln(l +x) 

^ y[^o +^s) +4(^ + ^3 + ^5) +2(jy 2 +%)] 

=^[(1 + 1. 4427) + 4(1. 0812 + 1. 2332+ 1. 3748) 

+ 2(1. 1587 + 1. 3051)] 

^ 1. 2293. 

【2539】运用 rz = 10,计算卡塔兰 常数： 




解按辛普森公式，得 


[(: yo +3^10) +4(% + 3^3 + 3^5 + ^7 + 3/9 ) 
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+ 2(^2 + .V4 + ) 一 



^(1. 78540+ 18. 32888 + 7. 36476) 


^ 0. 91597. 

【2540】利用公式 j ，计算数兀，精度到10- 5 . 

解 f = S ： YT? 

^ ▲[(》•) + ： yi 2 ) +4(jyi +^3 +^5 +3^7 +> +^11 ) 
+ 2(^2 +A + ^6 + ^8 + ^10 ) ] == 0. 785398 

所以 

tt ^ O . 785398 X 4 = 3. 14159,精确到 0. 00001. 

【25 41 】计算 「/’ dr ， 精度到 0.001. 

0 

解 (Vdr 

J 0 

^ |^[(> +>,) +4(^| +% +«ys) + 2 (j/ 2 )] 


^ 1. 463. 

【2542】计算 f 1 ( e. r - 1 ) In 丄 dr ,精度到10_ 4 • 

Jo X 

解本题不能直接利用辛普森公式计算，因为被积函数 
( 〆 一 l ) l n l 的四阶导函数在1 = 0的右近旁无界，故不能估数 

出误差.用台劳公式计算，其计算及估计误差都很简单.可以通过 
改变被积函数或把其积分区间分为两个间接利用辛普森公式来 
求定积分的近似值.由于本题解答较为繁琐，故略去，有兴趣的同 
学可以尝试作答. 

【2543】计算概率积分 f V 2 dr ， 精度到 0. 001. 

解按辛普森公式，得 


0 


dr 


"(r ) 2 


( l -/) 2 


j At ^ 0. 88627. 
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• 定积分的近似计算方法丨第四章定积分 

【2544】近似地求出其半轴为“ =10和 A = 6的椭圆的 
周长 • 

解按辛普森公式，得 



^ 音 [(« y 。+3^6) +4(^1 + ^3 + 3^5 ) +2()2 +^4 )] 

= ^(1+0.6 + 3.913 + 3.293 + 2. 539 + 1.833 +1.422) 
% 1.276 

所以，椭圆周长近似值为 

S= 4oJ ^ 40 X 1.276 = 51.04. 

【2545】 取= f •按点绘制函数 图形： 
y = \[ 〒山 （ 0<j <2tt). 

解 令 w = 2A = 6 按辛普森公式求岀: y = f ^d/. 

当 = f 时，由于/ ? =卷，得 

•JL • f 

1 — d/ ^ 1 + 0. 827 + 3. 980 + 3. 820 + 3.511 

Jo t d4 

+ 1.960+ 1.841) 

& 0. 99, 

当 *r = 警时，由于 A = 晋，得 

riz 

。 d/ 々 g ( 1 + 0. 413 + 3. 919 + 3. 308 + 2. 257 

+ 1.841 + 1.411) 

^ 1. 65. 

选取不同的 h 类似可得 

'1.85 ； r ^dt ^ 1. 72 

Jo t JO t 
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i 吉米多维奇数学分析习题全解(三 

f ^d/^1.52 ； \ 2 ^ 

如下图表所示： 



